Stredoskolska odborna ¢innost 2005/2006

Obor 1 — Matematika a matematicka informatika

ZOBECNENI METOD DLAZDENI
PRO TROJUHELNIKOVOU
A SESTIUHELNIKOVOU SIT

Autorka:
Eva Cernohorska
Prvni ¢eské gymnéazium v Karlovych Varech

Narodni 25, 360 20 Karlovy Vary
4. ro¢nik

Konzultant prace:
Doc. Mgr. Miroslav Kures, Dr.
VUT Brno

Zadavatel prace:
Doc. Mgr. Miroslav Kures, Dr.
VUT Brno

Karlovy Vary, 2006
Karlovarsky kraj



stranka ¢.1

Prohlaseni

Prohlasuji timto, ze jsem praci vypracovala samostatné pod vedenim Doc. Mgr. Miroslava
Kurese, Dr. a uvedla jsem v seznamu literatury veskerou pouzitou literaturu a dalsi infor-
macni zdroje v€etné internetu.

V Karlovych Varech dne 4.4.2006

Eva Cernohorsks



stranka ¢.2

Podékovani

Dékuji svému konzultantovi, panu Doc. Mgr. Miroslavu Kuresovi, Dr., za cenné rady a pfi-
pominky, dale dékuji PaedDr. Jané Cernohorské za stylistickou a pravopisnou kontrolu. Také
bych chtéla podékovat RNDr. Zdenku Papezovi, PaedDr. Vratislavu Emlerovi a Mgr. Mi-
roslavé Solcové za pomoc s formalni strankou prace.



stranka ¢.3

Resumeé

Préce se zabyva zobecnénim metod dlazdéni do trojuhelnikové a Sestitthelnikové sité. Zo-
becniuje také diamanty, polyomina a polyplety do téchto siti. Hlavni zobecnénou metodou
je metoda zalozend na paralele dvou mést, jejimz autorem je James Propp. V ramci jejiho
zobecnéni jsem popsala vSechny dlazdice s nulovym orientovanym obsahem v druhém mésté
(stéZejni dlazdice), kterych je — narozdil od étvercové sité — vice nez jedna. Pouziti metod
je demonstrovano na prikladech.

Summary

This work deals with the generalisation of methods of setting tiles to triangular and hexa-
gonal grid. It generalizes diamonds, polyominoes and polyplets to these grids as well. The
main generalized method by James Propp is based on the parallel of two towns. In the fra-
mework of its generalization, I described all the tiles with zero oriented area in the second
town (principal tiles), and their count is — in comparison with square grid — higer that
one. Applications of these methods are demonstrated by some examples.
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1. Uvod

Clovék neznaly problematiky si se slovem dlazdéni spoji nejspi$ dlazdény chodnik, silnici
nebo dlazdicky v koupelné. Kdyz ho vyzvete, at se zamysli nad tim, co je s dlazdénim
spojeno, napadne ho prace délnikd, tovarna, kde se dlazdice vyrabi, atd. Asi ho jiz nenapadne
zamyslet se nad tim, pro¢ jsou dlazdice ¢tvercovité, Sestitthelnikové, nebo se dokonce na
chodniku nachézi dva riazné typy dlazdicek. Takovy ¢lovék ziejmé nepolozi otdzky: ,, A uméli
by to ti délnici, i kdyby byl ten chodnik nekoneény?* a ,Opravdu tu ta dira zaplnénd ¢asti
dlazdice musela byt? Neslo by to i bez ni?“, nebo dokonce ,,A nemohlo by byt dlazdéni
uzite¢né i jinde?“

Asi nejsem ,iplné obycejny“ clovék, dost mozna i proto, ze mym konickem je matematika.
KaZdopadné jsem si tyto a dalsi otdzky polozila a zacala se dlazdénim vice zabyvat. A tak
vznikla tato préce.

Tato prace nekokaze pokryt celou dnesni rozsahlou teorii dlazdéni a pokryvani roviny a neni
to ani jejim zdmérem. Tato prace mé zdjemctim ukézat nékolik metod dlazdéni (zejména
metodu Jamese Proppa zaloZenou na paralele dvou mést), rizné problémy spojené s dlazdé-
nim diamant a jim podobnych utvart. M4 taktéz ukazat, Ze nejen ¢tvercova sit je zajimava
a ze spoustu problémi existuje i v trojithelnikové a Sestitthelnikové siti, proto jsem zobec-
nila Proppovu metodu pro jiné sité a pokusila jsem se také o zobecnéni diamantti, polyomin
a polypleta.

1.1. Trocha historie

Lidé si odpradévna zdobili své nadobi a latky spoustou ornamentd, zdobi si je dodnes.
Existuje spousta knizek, kde jsou vzory nakresleny, kde je popsan technologicky postup, ale
velmi dlouho neexistovala zadna kniha, ktera by se jimi zabyvala z hlediska matematického.

Prvni, koho napadlo (docela neddvno) polozit si vyse uvedené a podobné otazky, byl Branko
Grinbaum spolu s G. C. Sheephardem. V roce 1987 vydali knihu , Tilings and Pattern®, v niz
vypracovali a sjednotili zaklady teorie dlazdéni, které obsahovaly jiz teorii grup, kombinato-
riku, geometrii a topologii. Jejich prace byla ispésna i v jinych oborech - napi. krystalografii,
inzenyrstvi, ale i uméni nebo antropologii.

V dnesni dobé teorii dlazdéni podporuji napt. John Horton Conway (hra Life), William
Paul Thurston, Roger Penrose (autor aperiodického dlazdéni pokryvajiciho rovinu) a dalsi.
Popularitu dlazdéni ziskal také Maurits Cornelis Escher se svymi matematicky inspirovanymi
umeéleckymi obrazky.

Nyni, v dobé pocitacti, dostala tato teorie dalsi moznosti, jako je vizualizace, interaktivni
dlazdeéni a dalsi.
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2. Definice

2.1. Diamanty
2.1.1. Ctvercové diamanty

Pod slovem diamant si asi predstavite prusvitny drahokam. Prosim, odpoutejte se od této
predstavy, protoze jsme v matematice.

Pod nazvem diamant typu n ted budeme chapat utvar, ktery se skladd z jednotkovych
Ctverci, jejichz stredy maji celociselné souradnice a splnuji v kartézské soustavé nerovnost:
lz| + |yl <n r,y€Z;neN

Ten vypada asi nasledovné:

napif. n =4 2y

obr. 1

Zde se nabizi i definice jind: Diamant typu n je oblast skladajici se z 2n(n + 1) + 1 jednot-
kovych neprekryvajicich se ¢tverci usporaddanych do centrovanych fad délek 1,3,5,7,...,
2n—-1),2n+1),2n—-1),...,7,5,3,1.

Velmi pfibuzny diamantu je Aztécky diamant, ktery se sklada z jednotkovych ¢tverci, jejichz
vrcholy maji v kartézské soustavé souradnic celociselné souradnice a jejichz stfedy splnuji
nerovnost:

<n r,y € Ry ne N

x—‘-&-’y—
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napi. n =4 2y

V&

obr. 2

I tady se nabizi druh4 definice: Aztécky diamant typu n je oblast skladajici se z 2n(n+1) jed-
notkovych neprekryvajicich se ¢tvercti usporadanych do centrovanych rad délek 2,4,6.8, ...,
(2n —2),2n,(2n —2),..., 8,6,4,2.

2.1.2. Zobecnéni

Nejprve si definujme pokryti roviny: Pokryti roviny je soubor spocetné mnoha uzavienych
mnozin s disjunktnimi vnittky, zvanych dlazdice, které vyplni celou rovinu.

obr. 3

Zamysleme se nyni nad tim, jak by mohl vypadat takovy obecny diamant. Bude rozumné
uvazovat pouze diamanty slozené z dlazdic — pravidelnych n-tthelniki, které pokryji rovinu,
protoze jednou ze zékladnich vlastnosti, kterou po diamantu chceme, je, aby diamant vyssiho
typu mél podobny tvar, vlastnosti, atd.

Tvrzeni. Pravidelné n-tthelniky, které pokryji rovinu, jsou pouze rovnostranny trojuhelnik,
Ctverec a Sestitithelnik.

Diikaz: Pravidelné n-tihelniky maji vnitini ahlel ¢ = 180 — 259 protoze z trojthelniku

w0
plyne % + % + 309 = 180 (viz obr. 4).
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obr. 4

Pokud mé tedy pravidelny n-thelnik pokryt rovinu, pak nesmi u zadného jeho vrcholu
vzniknout dira, neboli v kazdém vrcholu se setkdva pravé k n-thelnikt, proto musi platit

k(180 — 3%0) — 360

180kn — 360k — 360n =0

2k 4

= 2 —

k—2 k—2
7 vyse uvedeného vyplyva, Ze aby n bylo celé ¢islo, musi platit: £ — 2 < 4 a zaroven k
vyjadiujici pocet n-tthelnikt musi byt prirozenym d¢islem. Pripadaji v tvahu déisla: & =
1,2,3,4,5,6, z nichz pouze pro k=3 (n=6), k=4 (n=4), k =6 (n = 3) jsou hodnoty n
pfirozené a odpovidaji pravidelnému trojihelniku, ¢tytthelniku a Sestitthelniku. ]

n =

Protoze tyto pravidelné n-thelniky pokryji rovinu, mizeme definovat tyto pojmy:

Trojihelnikovd sit je pokryti roviny rovnostrannymi trojuhelniky o jednotkové strané. Vr-
choly t&chto trojihelniki nazveme uzlové body (¢ast je nakreslena na obr. 5).

obr. 5

Ctvercovd sit je pokryti roviny étverci o jednotkové strané. Vrcholy téchto étvercii nazveme
uzlové body (Gast je nakreslena na obr. 6).

obr. 6
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Sestithelnikovd sit je pokryti roviny pravidelnymi estitthelniky o jednotkové strané. Vrcholy
téchto Sestitthelnik® nazveme uzlové body (¢ast je nakreslena na obr. 7).

2.1.3. Trojuhelnikové diamanty

Vyse definované diamanty maji tu vlastnost, ze celé lezi v néjakém ctverci s vrcholy na
soufadnicovych osach. To je duvod, ktery mé vedl k tomu, Ze budu definovat i ostatni
diamanty tak, ze se sklddaji z uzlovych bodu, které lezi v kosoc¢tverci. Diamant mél thel
u vrcholu na ose x 90°, stejné jako je vnitini thel ve ¢tverci. Proto budu trojuhelnikovym
diamantem nazyvat utvar, jehoz vrcholy lezi v kosoc¢tverci s ostrym tthlem 60° u vrcholu na
ose z, stejn€ jako rovnostranny trojthelnik.

LNONCNININININN
INONINININONONN/
INONCNININCNNN

INONONONONINONON
NANNNININ/N/N
\AAANANNNN

obr. 8 obr. 9

Jak je vidét na druhém obrazku, daji se i trojuhelniky obratit. I pak jsou pocty trojuhelnikt
v jednotlivych fadach stejné.

Nabizi se i tato definice: Trojuhelnikovy diamant typu n je oblast sklddajici se z 2n? ne-
prekryvajicich se trojuhelnikt o strané 1 uspofadanych do centrovanych fad délek 1,3,5,7,
o(2n-3),2n-1),(2n-3),...,7,5,3,1.

A podobné trojihelnikovy aztécky diamant typu n je oblast sklddajici se z 2n(n + 1) nepfe-

kryvajicich se trojuhelnikt o strané 1 usporadanych do centrovanych fad délek 2,4,6,8, ...,
(2n —2),2n,(2n —2),..., 8,6,4,2.

obr. 10
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2.1.4. Sestitihelnikové diamanty
A nakonec Sestitthelnikovy diamant by mohl vypadat asi takto: Utvar tvofeny vSemi uzly

Sestitthelnikové sité, které se vejdou do kosoctverce s thlem u vrcholu leziciho na ose x 120°,
stejné jako mé Sestitthelnik. Priklad je na obrazku.

I tento diamant by se dal definovat poétem dlazdic: Sestiihelnikovy diamant typu n je oblast
skladajici se z n? neprekryvajicich se Sestitthelnikd o strané 1 uspotfadanygch do centrovanych
fad délek 1,2,3,4,...,(n—1),n,(n —1),...,4,3,2,1.

A aztécky Sestithenikovy diamant typu n je oblast sklddajici se z n(n + 1) jednotkovych

nepiekryvajicich se étvercit usporddanych do centrovanych fad délek 2,4,6,8,...,(2n —
2),2n,2n,(2n —2),..., 8,6,4,2.

obr. 12
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2.2. Definice

V této kapitole uvedu definice vSech pojmi, které v textu pouziji, které nejsou obecné znamé
a jejichz definice se nedaji nalézt ve vétsiné stfedoskolskych ucebnic. Doporucuji se vracet
k této kapitole pribézné.

2.2.1. Domino

Definice: Domino je oblast sloZzena ze dvou sousednich jednotkovych ¢tverct.

L[]

obr. 13

2.2.2. Triomino

Definice: Triomino je oblast slozena ze tii jednotkovych ¢tverca tak, ze kazdy Ctverec ma
spole¢nou hranu s aspon jednim dal$im.

obr. 14

2.2.3. Tetromino

Definice: Tetromino je oblast slozena ze Ctyf jednotkovych ¢tverct tak, ze kazdy Ctverec
ma spolec¢nou hranu s asponl jednim dalsim.

obr. 15

Prvni tetromino zleva na obrazku 15 se nazyva liché a je zajimavé tim, ze se da otocit do
zrcadlové polohy (viz obr. 16). Ctvrté tetromino zleva na obrazku 15 se nazyva étvercové

L o7

obr. 16
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2.2.4. Polyomino

Definice: Polyomino je oblast slozena z n jednotkovych ¢tverci tak, ze kazdy ¢tverec hranou
sousedi s aspon jednim dalsim.

Pro n = 2 méme vyse zminéné domino, pro n = 3 triomino, pro n = 4 tetromino, pron =5
pentomino, pro n = 6 hexomino, atd.

2.2.5. Polyiamond

Definice: Polyiamond je oblast slozena z n jednotkovych trojuhelnikt tak, ze kazdy trojua-
helnik sousedi s aspori jednim dalsim hranou.

Na obrazku je diamond, triamond a tfi tetriamondy.

Vi R Q

obr. 17

2.2.6. Polyhex

Definice: Polyhez je oblast slozena z n jednotkovych Sestitthelnikt tak, ze kazdy Sestitthelnik
sousedi s asporn jednim dalsim hranou.

Na obrazku je dihex a 3 trihexy. Tetrahext je uz 7.

B & S

obr. 18

2.2.7. Pocet zavitu

Definice: Pocet zavitu konecéné uzavrené krivky okolo bodu X, ktery na ni nelezi, je pocet
protnuti s rovnobézkami s osami prochézejicimi bodem X v kladném smyslu (proti sméru
hodinovych ruéicek) minus pocet protnuti s rovnobézkami s osami prochézejicimi bodem X
v zdporném smyslu (po sméru hodinovych rucicek).

Pocet zavitu buriky se definuje, pokud je pocet zavita vSech bodi uvniti burky stejny jako

pocet zavitt libovoného bodu uvnit¥ butiky. (Tato situace nastava napiiklad vzdy, kdyz
kiivka vede pouze po tvercové, resp. trojihelnikové, Sestitthelnikové siti.)(viz obr. 19)

GG,

obr. 19
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2.2.8. Orientovany obsah

Definice: Orientovany obsah uzavreny krivkou je soucet poctu zaviti okolo vSech bunék.
(Spocetné mnoho bunék mé podet zaviti 0).

Orientovany obsah utvaru U je orientovany obsah uzavieny jeho hranici.

S =-1 Sy =+1

obr. 20
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3. Metody

Teorie dlazdéni mize a nemusi byt naro¢na na matematicky aparat. Zakladni tilohou je totiz
aloha typu: ,,Lze tvar U; vydlazdit atvarem Us?“ Pokud tato tloha mé feSeni, mizeme
ji fesit metodou ,pokus-omyl“, neboli zkouSet rtizné moznosti a dfive ¢i pozdéji k feSeni
dospét viceméné ndhodou. Pak se zpravidla stava, ze nasi nékolikahodinovou praci, kterou
jste popsali spoustu papirti, vyjadii jeden obrazek. Problém vSak nastava, kdyz tloha Feseni
metoda ,pokus-omyl“, neboli prozkoumat vSechny moznosti, ale tato metoda je neelegantni
a vétsinou dosti zdlouhava. Piesto je v dobé rychlych pocita¢i uzivana. Ja bych v této
kapitole chtéla poodkryt jiné metody, které vedou k zajimavéjsim feSenim.

3.1. Metoda lokalniho usporadani

O této metodé, stejné jako o metodé nasledujici, jsou prvni zminky v knize B. Griinbauma
a G. C. Sheepharda ,Tilings and Patterns“. Muzeme vSak odhadovat, Ze tyto metody ne-
vymysleli a témito argumenty zddvodnovali nepokrytelnost i jejich davni predci.

Metoda je, jako vétsina metod, zalozena na sporu. V této metodé predpokladame, ze dlazdéni
existuje v celém atvaru U;, a tedy i v urCitém misté. To misto lze pokryt pouze nékolika
maélo zplisoby pomoci zadanych dlazdic. VSechny tyto zptsoby vedou ke zjisténi, ze toto
lokalni dldZdéni nemutze existovat globalné.

Priklad: Mizeme pravouhelnik pokryt pouze lichymi tetrominy?

Reseni: Pokud by toto pokryti existovalo, muselo by pokryvat i rohy pravouhelniku. To
Ize jenom jednim zptisobem. Na poloZené tetromino lze dale navazat opét jednim zptiso-
bem. Atd. (viz obr. 21) Takto dospéjeme az k druhému rohu, ktery jiz nepokryjeme. Toto
lokalni dlazdéni tedy nemiuze existovat globalné, a proto pravouhelnik pouze pomoci lichych
tetromin nepokryjeme.

pielels

obr. 21

3.2. Metoda obarvovani

Jak uz sdm nazev Fikd, tato metoda spoéivd v obarveni pokryvaného dtvaru (napf. jako
Sachovnici) a tim dospéjeme ke sporu, protoze se nam tam dlazdice ,nevejde* tolikrat,
kolikrat by méla.

Piiklad: Mtzeme obdélnik 3 x 9 pokryt pouze triominy typu L (viz obr. 22)?

obr. 22

Reseni: Obdélnik obarvime podle obréazku 23. Nyni si uvédomime, Ze triomino miiZe v na-
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sledujicim obarveni zaujmout maximéalné jeden ¢erny ¢tverec. Proto by musely ¢erné ¢tverce

zaujimat maximalné % plochy obdélniku, tj. maximalné 9 ¢tvercu, ale zabiraji 10 ¢tverct.
7 toho vyplyva, ze obdélnik triominy pokryt nelze.

obr. 23

3.3. Metoda dvou mést
Tuto metodu publikovat ve svém ¢ldnku [2] James Propp v roce 1997.
Metoda spocivéa v tom, Ze mame ¢tvercovou sif (pldn mésta), kde jsou rovnobézky s osami

prochézejici uzly orientovany (jezdi tam doprava). V prvnim mésté jsou vSechny rovnobézky
s osou x orientovany doprava a vSechny rovnobézky s osou y orientovany nahoru (viz obr. 24).

obr. 24

V druhém mésté je vzdy jedna rovnobézka s osou x orientovana doprava a sousedni doleva,
dalsi opét doprava atd. a rovnobézka s osou y je orientovana nahoru a sousedni potom doli,
dalsi opét nahoru, dalsi doli, atd. (viz obr. 25)

obr. 25

V prvnim mésté obejdeme hranici ttvaru Uy a v druhém mésté se fidime stejnymi pokyny
jako v prvnim mésté, ale ne pokyny typu vpravo, vlevo, ani na sever, na jih. Nové pokyny
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zni: po rovnobézce s osou z (resp. y) po sméru (resp. proti sméru). Nase cesta v druhém
mésté muze, a nemusi tvorit uzavienou kiivku, ohranicujici utvar Vi, ktery s utvarem Uj
velmi tzce souvisi a mtize nam dokazat i vyvratit néjaké myslenky.

Napftiklad pokud v prvnim mésté obejdeme liché tetromino, pak v druhém mésté ptijdeme
po uzaviené kiivce (viz obr. 26) popsané takto: x¥; zT; y*; =75y 27 27 ¥y 2T YT,
kde x (resp. y) znadi rovnobézku s osou z (resp. y) a + (resp. —) urcuje, Ze cesta vede po
(resp. proti) vyznacenému sméru.

Y S U S Y S Y Y Y L s N e W B W

| | | | | | | | | | | | | |

| | | | | | | | | | | | | |

A S e

A S B | -' *. -' *. o
<t

A S A A
- R e . M
obr. 26

Nebo pokud obejdeme c¢tvercové tetromino, pak v druhém meésté také ptijdeme po hranici
¢tvercového tetromina: x5 xt; yt; yt a7 275y yo (viz obr. 27).

I I ] I ] | I I | [} | [] | !
| | | | | | l l |
| | ' | ] | | | : (] : [} : |
i et} T
A A R A A A
- = R e M

Tato pozorovani nas mohou vést k formulaci nékolika tvrzeni:

Tvrzeni 1. Pokud obejdeme v prvnim mésté po hranici Gtvaru, ktery lze vydlazdit lichymi
tetrominy a ¢tvercovymi tetrominy, pak obejdeme v druhém mésté uzavienou krivku.

Duikaz: Provedeme tplnou indukci. Nejdiive si uvédomme, Ze v druhém mésté exituji 4
ruzné kiizovatky, na kterych mizeme zacit. OvSem dvé a dvé jsou vzdy ekvivalentni — staci
uvazovat, bez 1jmy na obecnosti, krizovatky, kde doprava vede smérem doprava a nahoru,
a tu, kde doprava vede doleva a nahoru; dalsi dvé by byly jenom osové soumérné podle
rovnobézky s osou z.

liché tetromino — Pro liché tetromino véta plati. Je tfeba vyzkousSet, pro libovolné
otoceni, ze muzeme zacit z libovolného uzlu, ktery lezi na hranici
lichého tetromina a Ze pro kazdy uzel miZeme zacit na libovolné ze
dvou kiizovatek.
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¢tvercové tetromino

indukéni krok

— Pro ¢tvercové tetromino véta téz plati. Opét musime vyzkouset, ze
muzZzeme zaéit z libovolného uzlu na obvodu a na libovolné ze dvou
kiizovatek.

— Predpokladejme, ze mame dany nejmensi ttvar U, ktery lze vydlaz-
dit lichymi a ¢tvercovymi tetrominy v prvnim mésté, ale v druhém
mésté netvori uzavienou kiivku. Vybereme si jednu krajni dlazdici
a utvar U o ni zmensime, tak vznikne utvar Uy, ktery uz tvoii uza-
vienou ki¥ivku v druhém mésté. Obejdeme nyni atvar U; od bodu A
do bodu A po cesté a (viz obr. 28), v druhém mésté tak obejdeme
uzavienou kiivku. Pak se vratime z bodu A do bodu B opét po cesté
a a budeme pokracovat z B do A po cesté b. Tim jsme vlastné obe-
§li odebranou dlazdici, takze se opét vratime do pocateéniho bodu
i v druhém mésté. A protoze ujdeme cestu z B do A po trase a
nasledné tam i zpét, tak tyto dvé cesty muZzeme vypustit a utvar
U nadm vytvori v druhém mésté téz uzavienou kiivku, coz je spor
s predpokladem a tvrzeni je dokézéno. []

Ui

obr. 28

Tvrzeni 2. Pokud obejdeme v prvnim mésté hranici atvaru, ktery lze vydlazdit lichymi
tetrominy, pak obejdeme v druhém mésté uzavienou kfivku s orientovanym obsahem 0.

Dukaz: Opét provedeme tplnou indukci.

liché tetromino

indukéni krok

— Pro liché tetromino véta plati. Je tfeba vyzkouset pro libovolné oto-
¢eni, Ze muzeme zacit z libovolného uzlu a na libovolné ze dvou kii-
zovatek. Ve vsech pfipadech je obrazek podobny obr.22, kdy jeden
¢tverec obejdeme proti sméru a druhy po sméru hodinovych rucicek.
Celkovy orientovany obsah je tedy 0.

— Pro spor predpokladejme, ze mame dany nejmensi utvar U, ktery lze
pokryt pouze lichymi tetrominy v prvnim mésté, a presto v druhém
mésté ma nenulovy orientovany obsah. Opét si pomiZeme tim, ze ho
zmen$ime o jednu dlazdici. Pak kazdy zvlast maji v druhém mésté
orientovany obsah nulovy. Opét obejdeme mensi utvar z bodu A do
bodu A cestou a (viz obr. 29), pak se vratime z A do B cestou a
a potom jdeme z bodu B do bodu A cestou b. Tim jsme obesli dlazdici.
A protozZe cesta z B do A po a byla nasledovana cestou zpét, tak se
pocet zavitti Zadné buiiky nezménil, tedy ani orientovany obsah. Utvar
U m4& v druhém mésté€ orientovany obsah 0, coz je spor s pfedpokladem
a tvrzeni plati. [
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obr. 29

Pokud obejdeme v prvnim mésté ¢tvercové tetromino, pak v druhém mésté obejdeme uza-
vienou kfivku s orientovanym obsahem +4 resp. —4 podle toho, na jaké kiizovatce zac¢iname
(viz obr. 30). Kladny obsah m4 ¢tverec s vrcholy v kfizovatkdch se smérem nahoru a doprava
a doli doleva, zaporny obsah maji ¢tverce s vrcholy v ostatnich kfizovatkach.

B W e W s W R Y B W B W s W R Y
! | | | | | | | | | | | | |
T T S B S B T
SR N N S S N S S

—— T je—t—— Y
S T S T T T T T

S AR wamn e S S A
| | | | | | | | | | | | | |

obr. 30

Dale si miizeme vSimnout, ze kiizovatky, kde maji ¢tvercova tetromina kladny obsah, jsou od
sebe (stejné jako kiizovatky, kde maji ¢tvercova tetromina zadporny obsah) vzdalena o sudy
pocet jednotek (napf. o 3 ve sméru osy = a o 7 ve sméru osy y). Znamend to, Ze pokud
posuneme libovolny utvar o sudy pocet jednotek, jeho orientovany obsah se nezméni. Pokud
posuneme utvar o lichy pocet jednotek, tak se jeho pocatecni bod dostane na kfizovatku
jiného typu a jeho orientovanému obsahu se znaménko zméni.

Véta 1 (Propp). Pokud obejdeme v prvnim mésté po hranici atvaru U, ktery lze vydlazdit
lichymi tetrominy a ¢tvercovymi tetrominy, pak obejdeme v druhém mésté uzavienou krivku,
ktera ma invariantni orientovany obsah vzhledem ke konkrétnimu dlazdéni ttvaru U.

Diikaz: Je vlastné velmi podobny ditkazu piedchoziho tvrzeni. Ctvercové tetromino miize
mit orientovany obsah +4 nebo —4 a liché tetromino ma orientovany obsah 0. Z aditivity
orientovaného obsahu ve druhém mésté a predchoziho tvrzeni je vie jasné. [

Dusledek. Pokud ma utvar uzavieny kfivkou v druhém mésté nenulovy obsah, neni mozno
ho vydlazdit pouze lichymi tetrominy.

Jisté nds hned napadne, kdyZ jsou tato dvé tetromina , jediné zajimava® (ve druhém mésté
tvofi uzavienou kfivku), pro¢ zrovna tato? A jak by to asi bylo s ostatnimi polyominy?
Monomino, domino ani zadné triomino uzavienou kfivku v druhém mésté netvori, tetromina
pouze dvé (liché a ¢tvercové), pentomino také zadné, ani hexomino a heptomino, az néktera
oktomina opét ano. Dalsi na fadé jsou zase az dodekamina (n = 12).

Pokud se podivame pozornéji, tak zakladni dlazdice, tedy nejmensi, ktera tvori v druhém
mésté uzavienou kiivku, se skladd ze dvou ¢tvercii spojenych vrcholem (viz obr. 31).
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obr. 31

Tyto dvé vyse uvedené dlazdice maji stejné orientovany obsah, splyva-li bod dotyku ¢tvercta
prvni a druhé dvojice ¢tverci. K tomuto faktu pridame jesté to, ze pokud posuneme dlazdici
o lichy pocet jednotek, tak ma jeji orientovany obsah opacné znaménko. Pak umime zjistit,
které utvary maji jaky obsah (samoziejmé znaménko zaleZi na tom, na které kfizovatce
v druhém mésté zacneme, ale pokud je obsah nulovy, tak se nezméni).

Nyni jsme jiz schopni generovat oktomina, kterd maji nulovy orientovany obsah v druhém
mésté a mizeme u nich pouzit podminku podobnou jako u lichych tetromin. Pro ilustraci
néktera uvedu (viz obr. 32). Vsiméme si, Ze vSechna polyomnina, kterd maji vyssi fad nez
4 a nulovy obsah, jsou slozena z lichych tetromin. Je tomu tak proto, ze v zdkladni dlazdici
spoulu sousedi ¢tverce jenom vrcholem, a proto musi vedle kazdé zakladni dlazdicé se sudym
(resp. lichym) orientovanym obsahem v druhém mésté byt zdkladni dlazdice s lichym (resp.
sudym) orientovanym obsahem v druhém mésté.

0] o -

obr. 32

Nebo naopak mizeme najit polyomina, kterd maji obsah nenulovy a ktera zastavaji podob-
nou roli jako ¢tvercova tetromina (viz napf. véta 1). Opét nékterd polyomina uvadim.

),

obr. 33

3.4. Zobecnéni
3.4.1. Trojahelnikova sif
Na zacatku jsme definovali i jiné sité, napt. trojihelnikovou.

Pojmenujme si jeji osy. Osa x zistava stejna jako vzdy, osa y necht mé od osy = odchylku
+60° a osa z mé odchylku —60° (viz obr. 34).

obr. 34
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Nyni si opét pfedstavme dvé mésta. Prvni mésto bude vypadat tak, Ze jeho ulice budou
rovnobézky s osami. Ulicemi povede opét doprava, kterd bude mit smér. V prvnim mésté
povede doprava vSemi rovnobéznymi ulicemi stejnym smérem (viz obr. 35).

obr. 35

A v druhém mésté povede doprava vzdy ve dvou sousednich ulicich opaénym smérem (viz
obr. 36).

obr. 36

Zmnovu si predstavme, Ze projdeme trasu nejprve v prvnim mésté, a pak stejné popsanou trasu
projdeme v druhém mésté, pricemz trasu budeme opét popisovat, pijdeme-li po rovnobézce
s osou z,y nebo z a vydame-li se po nebo proti sméru vyznacené dopravy.

Jako byla u ¢tvercové sité nejmensi dlazdice, kterd tvoii uzavienou kiivku v druhém meéste,
existuje i zde a vypadd podobné (y™;z7 ;2 5y ;2T 2T):
(Dohodnéme se, ze bod dotyku trojihelniki budeme nazyvat stfedem S.)
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obr. 37

Krivka zékladni dlazdice v druhém meésté bude podobna jedné z téchto dvou, proto méa
smysl formulovat néasledujici tvrzeni.

\ \

obr. 38

Tvrzeni 3. Kazdy utvar, jejZ lze v prvnim mésté pokryt pouze vyse zminénymi zakladnimi
dlazdicemi, ma v druhém mésté uzavienou kiivku.

Dukaz: Provedeme indukei.

zékladni dlazdice — Pro zékladni dlazdici véta plati. Je tfeba vyzkousSet pro libovolné
otoceni, ze mizeme zacit z libovolného uzlu a na libovolné ze Ctyt

kfizovatek. Ve vétsiné pfipadd dostaneme obrazek podobny obrazku
38.

indukéni krok — Pro spor predpokladejme, ze mame dany nejmensi atvar U, ktery lze
pokryt pouze zakladnimi dlazdicemi v prvnim mésté, a presto v dru-
hém mésté netvori uzavienou kiivku. Zmensime tento ttvar o jednu za-
kladni dlazdici (to je mozné), vznikly Gtvar U; tvoii uzavienou kiivku
v druhém mésté a zdkladni dlazdice taky. Obejdeme-li (viz obr. 39)
utvar U z bodu A do bodu A po cesté a, a pak zpét po trase a do bodu
B a po tseku b do bodu A, pak jsme obesli utvar U; a zakladni dlaz-
dici, tedy uzavienou kfivku v druhém mésté. A protoze cesta z bodu
B do bodu A po trase a byla nasledovana ihned cestou zpét, byla nase
trase ekvivalentni s obejitim Gtvaru U, ¢imz dostavame kyzeny spor.

L

obr.39

Dusledek: V druhém mésté ma uzavienou kiivku napiiklad liché kosoctvercové tetromino
(viz obr. 43) nebo Sestitthelnik. Proto pokud budeme uvazovat Sestitthelnikovou sit, mame
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zaruceno, ze vSechny kiivky, které jsou uzaviené v prvnim meésté, budou uzaviené i v druhém

méste.

vvvvv

typ osa T osa y osa z
1 doleva nahoru nahoru
2 doleva dolti ol
3 doprava nahoru dolu
4 doprava dolu nahoru
tab. 1

Nasledujici tabulka udavé orientované obsahy zékladnich dlazdic, vzdy otocenych o +60°
a —60° kolem stfedu. Obsah je uveden v ,trojthelnicich“ (tato jednotka reprezentuje %
¢tvereénych jednotek) a pokud v této kapitole nebude uvedeno jinak, bude jednotkou stéle

,trojuhelnik®.

kfizovatka 0° —60° +60°
1 +2 +2 +2
2 —0 —0 —6
3 +2 +2 +2
4 42 +2 +2
tab. 2

7Z obréazku 40 je vidét, ze kazd4a kfizovatka z; sousedi se dvéma kiizovatkami typu x5, dvéma
typu x3 a x4, kde 1, T3, x3, 24 jsou rtizné cisla z mnoziny 1, 2, 3, 4. Proto nelze jednoznacné
uréit, jak se zmeéni obsah posouvanim, mize bud zistat stejny, a nebo se miize zvétsit (resp.
zmens$it) o 8. Zmensi se v pFipadé posunu do k¥izovatky 2 (az na posun z kiizovatky 2
na kiizovatku 2, kdy obsah zistava stejny) a zvét$i pfi posunu z ni, zistane stejny pfi pii
ostatnich posunutich.

Také u otaceni nemizeme jednoznacné fici, jak se zméni obsah, protoze mizeme otacet okolo
vSech ¢tyt ktizovatek, a tedy kazda kfizovatka muze prejit do jakékoli jiné.

Oznaceni (a; 2°) budeme chapat jako zakladni dlazdici se stfedem v kiizovatce a a otoCenou
o z° od zékladni polohy. Podle rtiznych ktizovatek se otaci zédkladni dlazdice takto:
(a;0°) — (b;—60°) — (c;+60°)
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(d;0°) — (d; —60°) — (d;+60°)

Kde (a,b,c,d) € {(1,3,4,2); (3,4,1,2); (4,1,3,2); (2,4,3,1); (3,2,4,1); (4,3,2,1); (1,2,3,4);
(2,3,14); (3,1,2,4); (1,4,2,3); (2,1,4,3); (4,2,1,3)}

Zjistéme nyni, z ¢eho se sklada nejmensi dlazdice, kterd mé nulovy orientovany obsah v dru-
hém méste.

Nejdfive si musime uvédomit jednu dulezitou vlastnost: Pokud spojime dvé zakladni dlaz-
dice, ubyde mezi nimi hrana, ta zmizi i v druhém mésté, ale tam to muze mit zasadni
dopad na orientovany obsah vzniklé kiivky. Napiiklad spojime-li zdkladni dlazdice (4,0°)

a (4,—60°), ubyde v druhém mésté hrana spojujici kfizovatky 4 a 2. Orientovany obsah
kazdé zakladni dlazdice v druhém mésté se zmensi o 4 trojihelniky (viz obr. 41).

4
SR
4 3 4
obr. 41

OvSem vsiméme si, Ze pokud spojime napfiklad (4,0°) s (4, +60°), obsah z4dné ze zakladnich
dlazdic v druhém mésté se nezméni. Je to opét vidét z obrazku:

4
4 3
o v
4 2 1
obr. 42

Zména obsahu nastane pouze v pfipadé odebrani hran, které ve druhém mésté nelezi v pfim-
ce. Tyto zmény udava tabulka:

typy kostek chybéjici hrana zména obsahu
(4,0°),(4,—60°) 24 -8
(2,0°),(2,-60°) 24 +8
(3,0°),(3,+60°) 23 -8
(2,0°),(2,+60°) 23 +8
(1,-60°),(1,+60°) 12 —8
(2,—60°),(2,+60°) 12 +8

Spojime-li dvé zékladni dlazdice dohromady, dostaneme dlazdici o velikosti 4 trojuhelniky
a orientovaném obsahu v druhém mésté +4 (2 +2) nebo —4 (2—-6, -6—-6+8 a 2+2—8).
Celkem jsou dlazdice s orientovaném obsahem v druhém mésté +4 vSechny dvojice, které
muizeme vybrat z deviti zakladnich kostek o orientovaném obsahu +2 v druhém mésté, bez
vyse uvedenych 3. Tj. (g) — 3 = 33. Celkové je dvojic (122) = 66. Odtud je vidét, ze
dlazdic o orientovaném obsahu +4 a —4 je stejné.
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Pokud spojime dlazdici o orientovaném obsahu v druhém mésté +4 a —4, dostaneme dlazdici
o obsahu 0 (Pokud nespojime ,$patné“ dlazdice uvedené v tab. 3). OvSem tyto dlazdice se
musi chovat stejné i po otoceni, neboli prejde-li dlazdice s orientovanym obsahem v prvnim
mésté +4 do dlazdice s orientovanym obsahem v druhém mésté —4, pak dlazdice s orien-
tovanym obsahem v druhém mésté musi timto otocenim pfejit do dlazdice s orientovanym
obasahem v druhém mésté +4. Tyto typy chovani jsou celkem 3. Kazdy typ chovani mé 22
dlazdic, z toho orientovany obsah v druhém mésté +4 mé polovina, druhd polovina mé —4.
Odtud je vidét, Ze celkem je nejmensich dlazdic o invariantnim (nulovém) orientovaném ob-
sahu v druhém mésté 3 - 112 = 363. Nekteré zajimavé vidime na obrazku, jsou to napiiklad
liché kosoétvercové tetromino (obr. 43) nebo trojuhelnikovy diamant typu 2 s obracenymi
trojuhelniky (obr. 44).

obr. 43 obr. 44

Realizace téchto a dalsich dlazdic s nulovym orientovanym obsahem v druhém mésté miize
vypadat velmi ruzné. Napfiklad orientovany obsah v druhém mésté se nezméni, pokud posu-
neme buiiky tak, Ze se vrcholy trojihelniki, kterymi se dotykaly, vzdali o 2kv/3, kde k € N.
Speciélni pfipadem mize byt posunuti trojihelniku po ose tthlu sviraného souradnicovymi
osami o 2kv/3, kde k € N. Toto vie vyplyva z pravidelnosti sité druhého mésta (vidy ob
jednu rovnobézku se neméni smér dopravy).

Zformulujme nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 4. Kazdy atvar, ktery Ize pokryt pouze diamanty typu 2 s obracenymi trojuhelniky
ma v druhém mésté nulovy orientovany obsah.

Druikaz: Je analogicky diikazu tvrzeni 2. []

Poznamka: Ve vySe uvedeném tvrzeni lze nahradit ”diamant typu 2 s obracenymi troj-
thelniky” jakoukoli jinou dlaZdici s nulovym orientovanym obsahem v druhém mésté (viz
vyse).

3.4.2. Sestitihelnikova sit

Z tvrzeni 3 plyne, ze Sestitthelnik ma vzdy ve druhém mésté uzavienou kiivku. Z piedchozich
uvah také plyne, Ze jeho orientovany obsah ve druhém mésté bude —2 (pokud bude mit stied
v kfizovatce typu 1,3 nebo 4) nebo +6 (pokud bude mit st¥ed v kiizovatce typu 2).

Proto, aby mél atvar v Sestitthelnikové siti invariantni nulovy obsah vzhledem k posouvani
a otaceni, musi obsahovat na jeden Sestitthelnik se stfedem v kfizovatce typu 2 jesté t¥i jiné
s obsahem —2.

Opét se pokusme najit nejmensi dlazdice v Sestitthelnikové siti, které budou mit nulovy
orientovany obsah v druhém meésté. Z vysSe uvedeného je jasné, ze tady se zménami oriento-
vaného obsahu spojovanim v druhém mésté zabyvat nemusime, protoze dlazdice maji hrany,
jejichz odebrani orientovany obsah nezméni.

Aby dlazdice méla nulovy obsah i po otoc¢eni, musi i po otoc¢eni obsahovat jednen Sestitihel-
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nik, ktery méa v druhém meésté orientovany obsah +6 a zbylé t¥i s obsahem —2. Ze schématu
otaceni (viz str. 23) je patrné, ze aby tato podminka byla splnéna, musi dlazdice obsahovat 4

Sestitthelniky, kazdy na jiném typu kfizovatky. Takové dlazdice existuji tfi a jsou nakreslené
na obrazku.

D &

obr. 45

Také tady je na misté tvrzeni.

Tvrzeni 5. Kazdy utvar, ktery Ize pokryt pouze vySe uvedenymi dlazdicemi méa v druhém
meésté nulovy orientovany obsah.

Druikaz: Je analogicky dikazu tvrzeni 2 a 4. []
3.4.3. Popyplet

V predchazejicim textu jsem pouzila dlazdici typu néasledujiciho (viz obr. 46):

obr. 46

Tato dlazdice se skldda ze dvou jednotkovych ¢tvercii, které nesousedi hranou, proto se
nejednéd o domino. Ovsem bylo by dobré tento Gtvar néjak pojmenovat.

Definice: Ctvercovy polyplet je itvar skladdajici se z n jednotkovych &tvercti, které se doty-
kaji hranou nebo vrcholem.

Priklad ¢tvercového monopletu je na obr. 47, na obr. 48 jsou dva ¢tvercové diplety a na obr.
49 vidite 5 ¢tvercovych triplett.

[]

obr. 47

o~ m

obr. 48

J 0 o0 O C

obr. 49
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Stejné jako polyomina mohou Ctvercové polyplety obsahovat diry. Narozdil od polyomin,
kde je prvni polyomino s dirou pro n = 8, je prvni polyplet s dirou uz pro n = 4.

Podobné se v textu vyskytovala i dlazdice (viz obr. 50) a rizné dlazdice z nich slozené. I to
to je obecnéjsi polyiamond.

obr. 50

Definice: Trojuhelnikovy polyplet je Gtvar slozeny z n jednotkovych trojuhelniki, které se
dotykaji hranou nebo vrcholem. Pokud se dotykaji vrcholem, tak pouze stejnym zptisobem
jako v trojahelnikové siti.

Na obr. 51 vidite trojihelnikovy monoplet, na obr. 52 t¥i trojuhelnikové diplety a na obr. 53
11 trojuhelnikovych tripletd. Trojahelnikovych tetrapletd je jiz 77.

AN

obr. 51

X = A

obr. 52

& B X X &
5O A X 4% 4

obr. 53

Jak je vidét, budou existovat trojuhelnikové polyplety s dirami. Prvni trojuhelnikovy po-
lyplet s dirou je pro n = 3 a je jeden, pro n = 4 je trojuhelnikovych polypletti s dirou
5.
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4. Pouziti

Jako ukézku pouziti vyse uvedenych metod si mtizeme vyfesit nékolik tloh ze svéta dia-
manti.

Uloha 1:
Lze aztécky diamant pokryt lichymi tetrominy?

ResSeni: Pro n = 4k +2 a n = 4k + 1 lze pro feSeni pouzit metodu obarveni. Obarvime
diamant nésledujicim zptsobem (viz obr. 54)

obr. 54

Uvédomme si, ze liché tetromino mtze v téchto diamantech pokryvat bud 3 ¢erné pole a 1
bilé a nebo 1 bilé a 3 cernad pole. Tedy vzdy lichy pocet. V pfipadé n = 4k + 2 by bylo
na pokryti aztéckého diamantu tieba 2(4k+2i(4k+3) = 16k2+220k+6 = 8k2 + 10k + 3 tetromin,
coz je lichy pocet, tedy i tetromina by zabirala lichy pocet cernych i biljch poli, ale to
nezabiraji. Podobné pro n = 4k + 1 je potieba 2(4k+li(4k+2) = 16k2+216k+2 =8k +8k+1
tetromin, coz je opét liché ¢islo. Pro uvedena n pak tloha feseni nema.

Bohuzel pro n = 4k + 3 a n = 4k tyto (ani jiné) obarvovaci argumenty nefunguji, protoze
pocet dlazdic je sudy. Proto zde pouzijeme metody dvou mést a indukce.

Pro n = 1 je aztécky diamant pokryt jednim ¢tvercem, ktery miize mit orientovany obsah
v drubém mésté +4 nebo —4, ale rozhodné neni nulovy, takze ho nelze pokryt lichymi
tetrominy.

Nyni méjme aztécky diamant typu n, ktery nelze pokryt lichymi tetrominy. RozliSme dvé
varianty:

n je sudé — ziskdme aztécky diamant typu n + 1 pfidanim n lichych tetromin
a jednoho ¢tvercového tetromina (viz obr. 55). OvSem Gtvercové tet-
romino bude mit ve druhém mésté stejné orientovany obsah jako
ostatni ¢tvercova tetromina (aspoil jedno je v aztéckém diamantu
typu n obsaZeno, protoze nejde pokryt lichymi tetrominy). Proto ani
nyni neptjde aztécky diamant pokryt pouze lichymi tetrominy.

obr. 55
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n je liché — ziskdme aztécky diamant typu n+1 pfidanim n+1 lichych tetromin
(viz obr. 56). Pokud neSel pokryt aztécky diamant typu n lichymi
tetrominy, neptjde ani tento.

obr. 56

Provedenou indukci mtzeme uzaviit tim, ze aztécky diamant pouze lichjymi tetrominy pokryt
nelze.

Uloha 2:

Nasledujici tloha patfila az do devadesatych let minulého stoleti k nevyfesenym. V roce
1997 ji vyfesil James Propp.

Mé&jme dén aztécky diamant velikosti 2k% — 1 s vyfFizlou dirou o velikosti 2k x 2k uprostied;
pro kterd k prirozena lze tento ttvar pokryt pouze lichymi tetrominy?

Reseni: Podobné jako v tiloze predchozi si uvédomime, jak lze pomoci pFidavani lichjch tet-
romin a ¢tvercovych tetromin zvysovat typ aztéckého diamantu. Indukci dospéjeme k tomu,
ze v diamantu typu n — pro n liché — je pocet ¢tvercovych tetromin, které maji vSechna
stejny orientovany obsah, "7'"1 Tedy pro diamant typu 2k2 — 1 je podet étverc k2. Ty by
tedy mély presné pokryt diru uprostied a zbytek by mohl byt pokryt pouze lichymi tet-
rominy. OvSem to, Ze je orientovany obsah v druhém mésté 0, je podminka nutna, nikoli
postacujici, a tak je tfeba jesté nalézt dikaz, ze to opravdu pro vSechna uvazovana k lze.

Aztécky diamant ma tu vlastnost, ze nechdme-li ho rotovat okolo stfedu o +90°, ztstane
nezménén. Nyni budeme mit aztécky diamant typu 2k% — 1, ktery miZeme pokryt k? étver-
covymi tetrominy a zbytkem lichych tetromin. Odeberme z jeho obvodu licha tetromina tak,
aby se zachovala jeho vlastnost, Ze po otoceni o +90° okolo stfedu se nezméni. Pak ovsem
musime dospét ke ¢tverci 2k x 2k. Tedy pro kazdé k € N mutizeme pokryt aztécky diamant
typu 2k% — 1 s vyfizlou dirou o velikosti 2k x 2k uprostied lichymi tetrominy. Na obrazku 57
je priklad pro k£ = 2.

obr. 57
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Pokusme se nyni pro zobecnéné diamanty a zobecnénd polyomina najit podobné lohy.

Uloha 3:

Pro jaka n pfirozena lze trojihelnikovy diamant typu n pokryt trojihelnikovymi diamanty
typu 27

Reseni: Nejprve si uvédomime, Ze trojihelnikovy diamant typu 2 mé 8 trojthenikii a pro
n lich4 se trojuhelnikové diamanty skladaji z 2n? trojihelnikf, coZ uréité neni délitelné 8.
Pripadaji tedy v tivahu n suda, ta uz maji pocet trojuhelnika délitelny 8. Dokazeme indukci,
ze pro né existuje vhodné pokryti.

Pro trojuhelnikovy diamant typu 2 je vSe v poradku. Pokud chceme nyni typ diamantu
zvétsit o 2, pfiddme vzdy na kazdé ¢islo kiizovatky stejné zédkladnich kostek (viz obr. 58).
Proto bude pokryti existovat.

obr. 58

Pokryti tedy existuje pro n suda.
Uloha 4:

Pro ktera n prirozena lze aztécky trojuhelnikovy diamant typu n pokryt lichymi kosoctver-
covymi tetrominy?

Reseni: Opét nam nékteré pifpady odpadnou pro spatny pocet trojihelnikti. Pro n ma
trojuhelnikovy aztécky diamant 2n(n + 1) trojthelnikd, to je délitelné 8 pouze pro n = 4k

an=4k—1,kde k € N. I pro tyto hodnoty dokazeme, ze pokryti neexistuje.

Pro n = 4k — 1 1ze pouzit metody lokalniho usporadéni, protoze situace bude vzdy vypadat
jako na obrazku 59. A tetromin se tam vejde 2k — 1.

obr. 59
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Stejné pro n = 4k musime vzdy pokracovat dal$im tetrominem az do doby, nez néjaky
trojthelnik nepokryjeme — viz obr. 60.

obr. 60

Uloha 5:

Pro ktera n prirozena lze Sestitithelnikovy aztécky diamant typu n pokryt kosoctvercovymi
tetrahexy (viz obr. 61)?

obr. 61

ResSeni: Poviimnéme si nejdiive po¢tu bunék. Sestitthelnikovy diamant typu n jich ma
n? 4 n, toto ¢&islo je délitelné ¢tyfmi pouze pro n = 4k a pro n = 4k — 1, kde k € N. Ani
pro tyto hodnoty n pokryti neexistuje. Dtikaz provedeme indukci.

Na zacatek si uvédomime, ze dlazdice, kterou pokryvame, ma nulovy orientovany obsah
v druhém mésté, a proto obsahuje na kazdém typu kiizovatky v druhém mésté jen jeden
Sestithelnik. Pokud utvar 1ze pokryt témito dlazdicemi, mé pocty Sestitthelnik® na vsech
kiizovatkach stejné.

n=4k+1 — Obarvime-li aztécky Sestitthelnikovy diamant typu 4 podle toho,
v jaké kfizovatce v druhém mésté ma Sestithelnik stfed, obarvime
barvami (bez Gjmy na obecnosti) 1 a 3 po jednom poli. Tzn. Ze
pokryti neexistuje. Mame-li aztécky Sestitthelnikovy diamant typu
n a zvétsime-li jeho typ o 4 (viz obr. 62), pfiddme barev 1 a 3 od
kazdé 2k + 6 poli a barev 2 a 4 od kazdé 2k + 4. Pokud nesel pokryt
aztécky Sestitthelnikovy diamant typu n, neptjde tedy pokryt ani
aztécky Sestitthelnikovy diamant typu n + 4.

obr. 62

n =4k — Aztécky Sestitthelnikovy diamant typu 1 mé butiky obarveny (bez
Wjmy na obecnosti) barvami 4 a 1 — od kazdé 4 pole ; barvami 2 a 3
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— od kazdé 6 poli. Pokryti proto neexistuje. Pokud zvétsime typ
aztéckého Sestithelnikového diamantu z typu n na n + 4 (podobné
jako na obr. 62), pfiddme po 12k Sestithelnik® barev 4 a 1 a barev
2 a 3 po 12k + 2. Proto dlazdéni neexistuje.

Uloha 6:

Pro jaka n pfirozend lze Sestitithelnikovy diamant typu n pokryt tetrahexy z obrazku 637

obr. 63

Reseni: Pouzijeme metody lokalniho uspofadani. Pokud by pokryti existovalo, muselo by

pokryt i vybarvenou dlazdici na obrazku 64. To ovSem nelze, proto pokryti neexistuje pro
zadna n.

obr. 64
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5. Zavér

5.1. Shrnuti

Zobecnéné diamanty v trojuhelnikové siti maji podobné vlastnosti (napf. poc¢et bunék) jako
¢tvercové diamanty. Diamanty v Sestitthelnikové siti se uz v po¢tu bunék lisi. Taktéz metoda
dvou mést fungovala ve ¢tvercové siti a trojuhelnikové siti podobné - existovaly zde zakladni
kostky, které v Sestitthelnikové siti neexistovaly. Hlavni rozdil je v tom, Ze ve ¢tvercové siti
existovala jenom jedna dlazdice s nulovym orientovanym obsahem v druhém mésté, kdezto v
trojuhelnikové siti jich bylo 363 a v Sestitthelnikové siti 3. V trojihelnikové i Sestithelnikové
siti také existuji problémy dlazdéni diamant podobné problémtim v ¢tvercové siti.

5.2. Pouziti

Pouziti teorie dlazdéni je velmi riznorodé. Pro bézného ¢lovéka ma asi nejvétsi vyznam
pouziti v uméni a stavebnictvi. Toto uplatnéni zacina u vzori na nadobi, jde pfes vzory na
obleceni (nekoneéné vzory na latky), k dlazbadm a dlazdicim, az k fasddam doma.

Dalsi velmi rozsahlé pouziti je v krystalografii, kde védctim pomaha poodkryt vnitini stavbu
nerosti, nebo naopak nerosty identifikovat. Krystaly mohou jevit stejnou symetrii jako po-
kryti roviny.

Teorie dlazdéni ma také tizkou souvislost s ostatnim odvétvimi matematiky. Rozviji geo-
metrii, teorii grup - dlazdéni je grupa s urcitou symetrii, teorii Cisel - napriklad vytvorujici
funkce, kombinatoriku - pocet riznych dlazdéni, topologii, teorii grafi a dalsi.

5.3. MozZné problémy

Prvni z moznych problému je zkoumani metody dvou mést v jiné nez trojuhelnikové, ¢tver-
cové a Sestithelnikové siti. Sit by mohla byt napiiklad z nepravidelnych n-tihleniki.

Také by bylo mozno studovat pripady, kdy doprava nepovede stale stejnym smérem nebo
jednou ulici nahoru (resp. doprava) a dalsi ulici dolt (resp. doleva), ale kdy povede napf.
jednou ulici nahoru (resp. doprava) a dal§imi dvéma ulicemi dolt (resp. doleva), nebo se
dokonce pocty ulic vedoucich nahoru (resp. doprava) a doli (resp. doleva) nebudou ani
periodicky opakovat.

Zajimavym problémem by mohlo byt zobecnéni této metody pro trojrozmérny prostor a po-
sléze i pro vicerozmérny prostor.

Poslednim problémem, nad kterjm bych se chtéla v budoucnosti zamyslet, je souvislost této
teorie s jinymi odvétvimi matematiky (napf. kombinatorika, teorie grup a teorie grafl).
Timto problémem jsem se nezabyvala, nebof moje znalosti v téchto oborech nejsou na
nalezeni souvislosti dostacujici.
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7. P¥ilohy

Priloha 1: Chovani tetriamodll ...... ...
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Chovani tetriamondu

V této priloze se nachazi tabulky s chovanim tetriamodu, které se vztahuji ke kapitole 4.2.1

Trojuhelnikové sif. Veskeré znaceni se shoduje se zna¢enim ve zminéné kapitole.

Tabulky udéavaji otoc¢eni jednotlivych dvojic zakladnich kostek. Prvni sloupec obsahuje, jaké
kostky otac¢ime, druhy sloupec obsahuje, na které zakladni kostky se otoc¢i po otoceni o +60°,
a ve tretim sloupci jsou kostky, na které prejde prvni sloupec po otoc¢eni o —60°. V tabulce
jsou tucné zvyraznény dvojice zakladnich dlazdic, které maji orientovnany obsah v druhém

mésté —4, netucné dvojice zdkladnich dlazdic maji orientovany obsah v druhém mésté +4.

V posledni tabulce je shrnuti chovani. Oznacéme si typy chovani A, B, C, D podle nasledujici
tabulky: (z € {+4;—4})

typ obsah obsah po otoceni o +60° obsah po otoceni o —60°
A x x T
B x —x —x
C x x -
D T —T T

Nakonec jsou uvedeny dvojice dlazdic, které maji steny typ chovani pfi otaceni okolo vsech

kiizovatek.
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otoceni okolo kfizovatky typu 1

zékladni kostky
(2,0°),(2,-60°)
(4,0°),(4,—-60°)
(3,0°),(3,4+60°)
(2,0°),(2,+60°)
(1,-60°),(1,460°)
(2,+60°),(2,-60°)
(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(4,—-60°)
(2,0°),(4,4+60°)
(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(3,-60°)
(2,0°),(3,+60°)
(2,0°),(1,0°)
(2,0°),(1,-60°)
(2,0°),(1,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(4,—-60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(3,0°)
(2,-60°),(3,—-60°)
(2,-60°),(3,4+60°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,-60°),(1,—60°)
(2,-60°),(1,460°)
(2,+60°),(4,0°)
(2,460°),(4, —60°)
(2,460°),(4,+60°)
(2,+60°),(3,0°)
(2,460°),(3,—60°)
(2,460°),(3,+60°)
(2,+60°),(1,0°)
(2,+60°),(1,-60°)
(2,460°),(1,+60°)

otoceni o +60°
(4, —60°),(4, +60°)
(3,—60°),(3,+60°)
(2,-60°),(2,0°)
(4,-60°),(4,0°)
(1,460°),(1,0°)
(4,0°),(4,460°)
(4, —60°),(3,—60°)
(4, —60°),(3,+60°)
(4,-60°),(3,0°)
(4,-60°),(2,—-60°)
(4,-60°),(2,+60°)
(4,-60°),(2,0°)
(4,—-60°),(1,—60°)
(4, —60°),(1,4+60°)
(4,-60°),(1,0°)
(4,+60°),(3,—60°)
(4,+60°),(3, +60°)
(4,+460°),(3,0°)
(4,460°),(2, —60°)
(4,4+60°),(2,460°)
(4,+60°),(2,0°)
(4, +60°),(1, —60°)
(4,+60°),(1,+60°)
(4,460°),(1,0°)
(4,0°),(3,—60°)
(4,0°),(3,460°)
(4,0°),(3,0°)
(4,0°),(2,-60°)
(4,0°),(2,460°)
(4,0°),(2,0°)
(4,0°),(1,—-60°)
(4,0°),(1,460°)
(4,0°),(1,0°)

otoceni o —60°
(3,460°),(3,0°)
(2,+60°),(2,0°)
(4,+60°),(4, —60°)
(3,+460°),(3,—60°)
(1,0°),(1,—60°)
(3,—-60°),(3,0°)
(3,460°),(2,460°)
(3,460°),(2,0°)
(3,+60°),(2,-60°)
(3,460°),(4,4+60°)
(3,+460°),(4,0°)
(3,+460°),(4,—60°)
(3,460°),(1,460°)
(3,460°),(1,0°)
(3,+460°),(1,—60°)
(3,0°),(2,4+60°)
(3,0°),(2,0°)
(3,0°),(2,-60°)
(3,0°),(4,460°)
(3,0°),(4,0°)
(3,0°),(4,—60°)
(3,0°),(1,+60°)
(3,0°),(1,0°)
(3,0°),(1,—60°)
(3,-60°),(2,460°)
(3,-60°),(2,0°)
(3,-60°),(2,—60°)
(3,—60°),(4,4+60°)
(3,—-60°),(4,0°)
(3,—60°),(4,—60°)
(3,—60°),(1,4+60°)
(3,—-60°),(1,0°)
(1,

(3,—60°),(1, —60°)
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(3,+60°),(1,4+60°)
(1,0°),(1, +-60°)
(4,0°),(4, +60°)
(4,0°),(3,0°)
(4,0°),(3, =60°)
(4,07),(3, +-60°)
(4,0°),(1,0°)
(4,0°),(1,—60°)
(4,0°),(1, +-60°)
(4, —60°),(4, +60°)
(4,-60°),(3,0°)
(4, —60°),(3, —60°)
(4, —60°),(3, +60°)
(4,-60°),(1,0°)
(4,-60°),(1, —60°)
(4,-60°),(1, +60°)
(4,+60°),(3,0°)
(4,+60°),(3, —60°)
(4,+60°),(3, +60°)
(4,+60°),
(4,460°),(1,
(4,460°),(1,
(1,0°),(1, —60°)
3, )(1 0°)
(1,
(

(1,0°)
—60°)
+60°)

(3,0°),(1, -60°)
(3,0°),(1, +60°)
(3,—60°),(3, +60°)
(3,—60°),(1,0°)
(3,-60°),(1, —60°)
(3,—60°),(1, +60°)
(3,4+60°),(1,0°)
(3,4+60°),(1, —60°)
(3,0°),(3, —60°)

(2,0°),(1,0°)
(1,-60°),(1,0°)
(3,—60°),(3,0°)

(3,-60°),(2, —60°)
(3,-60°),(2,+60°)
(3,-60°),(2,0°)
(3,—60°),(1, —60°)
(3,—60°),(1,460°)
(3,—60°),(1,0°)
(3,460°),(3,0°)
(3,+60°),(2, —60°)
(3,+60°),(2,+60°)
(3,460°),(2,0°)
(3,+60°),(1, —60°)
(3,+60°),(1,460°)
(3,+60°),(1,0°)
(3,0°),(2,—60°)
(3,0°),(2,460°)

(3,0°),(2,0°)
(3,0°),(1, —60°)
(3,0°),(1, +60°)

(3,0°),(1,0°)

(1,-60°),(1,+60°)
(2,-60°),(1,—60°)
(2,-60°),(1,+60°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,+60°),(2,0°)
(2,+60°),(1,—60°)
(2,+60°),(1,+60°)
(2,+60°),(1,0°)
(2,0°),(1,-60°)
(2,0°),(1,460°)
(2,-60°),(2,+60°)

(4,-60°),(1, —60°)
(1,460°),(1,—60°)
(2,460°),(2,—60°)
(2,+60°),(4,+60°)

(2,+60°),(4,0°)
(2,+60°),(4, —60°)
(2,+60°),(1,+60°)

(2,+60°),(1,0°)
(2,460°),(1,—60°)

(2,0°),(2, —60°)
(2,0°),(4,+60°)
(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(4, —60°)
(2,0°),(1,460°)
(2,0°),(1,0°)
(2,0°),(1, —60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(4, —60°)
(2,-60°),(1,460°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,-60°),(1,—60°)
(1,460°),(1,0°)
(4,460°),(1,+60°)
(4,+60°),(1,0°)
(4,460°),(1, —60°)
(4,0°),(4, —60°)
(4,0°),(1, +60°)
(4,0°),(1,0°)
(4,0°),(1,—60°)
(4, —60°),(1, +-60°)
(4,-60°),(1,0°)
(4,460°),(4,0°)
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otoceni okolo k¥izovatky typu 2

zékladni kostky
(2,0°),(2,-60°)
(4,0°),(4,—-60°)
(3,0°),(3,+60°)
(2,0°),(2,+60°)
(1,—-60°),(1,460°)
(2,+60°),(2,-60°)
(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(4,—-60°)
(2,0°),(4,4+60°)
(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(3,-60°)
(2,0°),(3,+60°)
(2,0°),(1,0°)
(2,0°),(1,-60°)
(2,0°),(1,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(4,—-60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(3,0°)
(2,-60°),(3,—-60°)
(2,-60°),(3,4+60°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,-60°),(1,—60°)
(2,-60°),(1,460°)
(2,+60°),(4,0°)
(2,460°),(4, —60°)
(2,460°),(4,+60°)
(2,+60°),(3,0°)
(2,+60°),(3,-60°)
(2,460°),(3,+60°)
(2,+60°),(1,0°)
(2,+60°),(1,—-60°)
(2,460°),(1,+60°)

otoc¢eni o +60°
(2,-60°),(2,+60°)
(1,-60°),(1,460°)
(4,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(2,0°)
(3,+60°),(3,0°)
(2,0°),(2,4+60°)
(2,-60°),(1,—60°)
(2,-60°),(1,+60°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,-60°),(4,—-60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(3,—-60°)
(2,-60°),(3,+60°)
(2,-60°),(3,0°)
(2,4+60°),(1, —60°)
(2,+60°),(1,+60°)
(2,460°),(1,0°)
(2,4+60°),(4, —60°)
(2,+60°),(4,460°)
(2,+60°),(4,0°)
(2,460°),(3,—60°)
(2,460°),(3,+60°)
(2,+60°),(3,0°)
(2,0°),(1,-60°)
(2,0°),(1,+60°)
(2,0°),(1,0°)
(2,0°),(4,-60°)
(2,0°),(4,+60°)
(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(3,—-60°)
(2,0°),(3,460°)
(2,0°),(3,0°)

otoceni o —60°
(2,460°),(2,0°)
(3,+60°),(3,0°)
(1,460°),(1, —60°)
(2,460°),(2, —60°)
(4,0°),(4,—-60°)
(2,-60°),(2,0°)
(2,460°),(3,460°)
(2,460°),(3,0°)
(2,+60°),(3,—-60°)
(2,+60°),(1,4+60°)
(2,460°),(1,0°)
(2,460°),(1, —60°)
(2,+60°),(4,4+60°)
(2,+60°),(4,0°)
(2,460°),(4, —60°)
(2,0°),(3,4+60°)
(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(3,-60°)
(2,0°),(1,4+60°)
(2,0°),(1,0°)
(2,0°),(1,-60°)
(2,0°),(4,4+60°)
(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(4,—-60°)
(2,-60°),(3,460°)
(2,-60°),(3,0°)
(2,-60°),(3,—60°)
(2,-60°),(1,460°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,-60°),(1,—60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(4,—60°)
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(3,460°),(1, +60°) (4,0°),(3,0°) (1,-60°),(4, —60°)
(1,0°),(1, +60°) (3,-60°),(3,0°) (4, +60°),(4, —60°)
(4,0°),(4, +60°) (1,-60°),(1,0°) (3,+60°),(3, —60°)

(4,0°),(3,0°) (1,-60°),(4,—60°)  (3,+60°),(1,+60°)
(4,0°),(3, —60°) (1,—60°),(4, +60°) (3,460°),(1,0°)
(4,0°),(3,460°) (1,-60°),(4,0°) (3,460°),(1, —60°)

(4,0°),(1,0°) (1,—60°),(3,—60°)  (3,+60°),(4,+60°)
(4,0°),(1, —60°) (1,—60°),(3,460°) (3,460°),(4,0°)
(4,0°),(1, +60°) (1,-60°),(3,0°) (3,460°),(4, —60°)

(4, —60°),(4, +60°) (1,460°),(1,0°) (3,0°),(3, —60°)
(4,—60°),(3,0°) (1,460°),(4, —60°) (3,0°),(1, +60°)

(4,-60°),(3,—60°)  (1,+60°),(4,+60°) (3,0°),(1,0°)

(4, —60°),(3, +60°) (1,460°),(4,0°) (3,0°),(1, —60°)
(4,—60°),(1,0°) (1,+60°),(3, —60°) (3,0°),(4, +60°)

(4,—60°),(1,—60°)  (1,+60°),(3,+60°) (3,0°),(4,0°)

(4, —60°),(1, +60°) (1,+60°),(3,0°) (3,0°),(4, —60°)
(4,460°),(3,0°) (1,0°),(4, —60°) (3,—60°),(1, +60°)

(4,460°),(3, —60°) (1,0°),(4, +60°) (3,—60°),(1,0°)

(4,460°),(3,4+60°) (1,0°),(4,0°) (3,—60°),(1, —60°)
(4,460°),(1,0°) (1,0°),(3, —60°) (3, —60°),(4, +60°)

(4,460°),(1, —60°) (1,0°),(3,+60°) (3,—60°),(4,0°)

(4, 4+60°),(1, +60°) (1,0°),(3,0°) (3,—60°),(4, —60°)
(1,0°),(1, —60°) (3, 600),( ,460°) (4,460°),(4,0°)

(3,0°),(1,0°) (4,—60°),(3,—60°)  (1,460°),(4,460°)
(3,0°),(1, —60°) (4, 600) (3,460°) (1,460°),(4,0°)
(3,0°),(1, +60°) (4,—60°),(3,0°) (1,460°),(4, —60°)

(3, —60°),(3, +60°) (4,+60°),(4,0°) (1,0°),(1, —60°)
(3,—60°),(1,0°) (4,460°),(3, —60°) (1,0°),(4, +60°)

(3,—60°),(1,—60°)  (4,460°),(3,460°) (1,0°),(4,0°)

(3, —60°),(1, +60°) (4,+60°),(3,0°) (1,0°),(4, —60°)
(3,460°),(1,0°) (4,0°),(3, —60°) (1,-60°),(4, +60°)

(3,460°),(1, —60°) (4,0°),(3,+60°) (1,—60°),(4,0°)
(3,0°),(3, —60°) (2, —60°),(2, +60°) (4,460°),(4,0°)
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otoceni okolo kf¥izovatky typu 3

zékladni kostky
(2,0°),(2,-60°)
(4,0°),(4,-60°)
(3,0°),(3,+60°)
(2,0°),(2,+60°)
(1,-60°),(1,460°)
(2,+60°),(2,-60°)
(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(4,—-60°)
(2,0°),(4,4+60°)
(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(3,-60°)
(2,0°),(3,+60°)
(2,0°),(1,0°)
(2,0°),(1,-60°)
(2,0°),(1,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(4,—-60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(3,0°)
(2,-60°),(3,—-60°)
(2,-60°),(3,4+60°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,-60°),(1,—60°)
(2,-60°),(1,460°)
(2,+60°),(4,0°)
(2,460°),(4, —60°)
(2,460°),(4,+60°)
(2,+60°),(3,0°)
(2,460°),(3,—60°)
(2,460°),(3,+60°)
(2,+60°),(1,0°)
(2,+60°),(1,—-60°)
(2,460°),(1,+60°)

otoceni o +60°
(1,-60°),(1,+60°)
(2, 600) (2,+60°)
(3,-60°),(3,0°)
(1,-60°),(1,0°)
(4,460°),(4,0°)
(1,0°),(1,460°)
(1,-60°),(2,-60°)
(1,-60°),(2,+60°)
(1,—-60°),(2,0°)
(1,—-60°),(3,—60°)
(1,—-60°),(3,+60°)
(1,-60°),(3,0°)
(1,—-60°),(4,—60°)
(1,—-60°),(4, +60°)
(1,-60°),(4,0°)
(1,460°),(2, —60°)
(1,+60°),(2,460°)
(1,460°),(2,0°)
(1,+60°), (3 —60°)

4
4,+

(1,460°),(3, +60°)
(1 +60°),(3 O°)

(1,+60°),(4, —60°)

(1,460°),(4, +60°)

(1,+60°),(4, 00)
(1,0°),(2,-60°)
(1,0°),(2,460°)
(1,0°),(2,0°)
(1,0°),(3, —60°)
(1,0°),(3,+60°)
(1,0%),(3,0°)
(1,0°),(4, —60°)
(1,0°),(4, +60°)
(1,07),(4,0°)

otoceni o —60°
(4,+60°),(4,0°)
(1,460°),(1,0°)
(3,+60°),(3,—60°)
(4,+60°),(4,—60°)
(2,0°),(2,-60°)
(4,-60°),(4,0°)
(4,+60°),(1, 4+60°)
(4,+460°),(1,0°)
(4,460°),(1,—60°)
(4,+60°),(3, +60°)
(4,+460°),(3,0°)
(4,+460°),(3,—60°)
(4,+60°),(2,460°)
(4,+60°),(2,0°)
(4,460°),(2, —60°)
(4,0°),(1,460°)
(4,0°),(1,0°)
(4,0°),(1,—60°)
(4,0°),(3,+60°)
(4,0°),(3,0°)
(4,0°),(3,—60°)
(4,0°),(2,460°)
(4,0°),(2,0°)
(4,0°),(2,-60°)
(4,-60°),(1,460°)
(4,—60°),(1,0°)
(4,—60°),(1,—60°)
(4,-60°),(3,460°)
(4,-60°),(3,0°)
(4, —60°),(3,—60°)
(4,-60°),(2,+60°)
(4,-60°),(2,0°)
(4,-60°),(2,—60°)
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(3,+60°),(1,4+60°)
(1,0°),(1, +-60°)
(4,0°),(4, +60°)
(4,0°),(3,0°)
(4,0°),(3, =60°)
(4,07),(3, +-60°)
(4,0°),(1,0°)
(4,0°),(1,—60°)
(4,0°),(1, +-60°)
(4, —60°),(4, +60°)
(4,-60°),(3,0°)
(4, -60°),(3, —60°)
(4, —60°),(3, +60°)
(4,-60°),(1,0°)
(4,-60°),(1, —60°)
(4,-60°),(1, +60°)
(4,+60°),(3,0°)
(4,+60°),(3, —60°)
(4,+60°),(3, +60°)
(4,+60°),
(4,+60°),(1,
(4,+60°),(1,
(1,0°),(1, —60°)
3, )(1 0°)
(1,
(
)

(1,0°)
—60°)
+60°)

(3,0°),(1, —60°)
(3,0°),(1, +60°)
(3,—60°),(3, +60°)
(3,—60°),(1,0°)
(3,—60°),(1, —60°)
(3,—60°),(1, +60°)
(3,4+60°),(1,0°)
(3,4+60°),(1, —60°)
(3,0°),(3, —60°)

(3,0°),(4,0°)
(4,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(2,0°)

(2,-60°),(3,—-60°)
(2,-60°),(3,+60°)
(2,-60°),(3,0°)
(2,-60°),(4,—60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,+60°),(2,0°)
(2,+60°),(3,—-60°)
(2,+60°),(3,+60°)
(2,+60°),(3,0°)
(2,+60°),(4,—60°)
(2,+60°),(4,+60°)
(2,+60°),(4,0°)
(2,0°),(3,-60°)
(2,0°),(3,+60°)

(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(4,-60°)
(2,0°),(4,+60°)

(2,0°),(4,0°)

(4,—60°),(4,4+60°)
(3,—60°),(4, —60°)
(3,—60°),(4, +60°)
(3,—-60°),(4,0°)
(3,460°),(3,0°)
(3,+460°),(4, —60°)
(3,4+60°),(4, +60°)
(3,460°),(4,0°)
(3,0°),(4,—60°)
(3,0°),(4, +60°)
(2,—60°),(2,4+60°)

(3,-60°),(2, —60°)
(2,460°),(2,—60°)
(1,460°),(1,—60°)
(1,+60°),(3,4+60°)
(1,+460°),(3,0°)
(1,+60°),(3, —60°)
(1,+60°),(2,+60°)
(1,+60°),(2,0°)
(1,460°),(2, —60°)
(1,0°),(1, —60°)
(1,0°),(3,+60°)
(1,0°),(3,0°)
(1,0°),(3,—60°)
(1,0°),(2,460°)
(1,0°),(2,0°)
(1,0°),(2,—60°)
(1,—60°),(3,4+60°)
(1,-60°),(3,0°)
(1,—60°),(3, —60°)
(1,-60°),(2,460°)
(1,-60°),(2,0°)
(1,-60°),(2, —60°)
(2,+60°),(2,0°)
(3,+60°),(2,+60°)
(3,+60°),(2,0°)
(3,460°),(2,—60°)
(3,0°),(3,—60°)
(3,0°),(2,+60°)
(8,0°),(2,0°)
(3,0°),(2,—60°)
(3,-60°),(2,460°)
(3,-60°),(2,0°)
(4,+60°),(4,0°)
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otoceni okolo k¥izovatky typu 4

zékladni kostky
(2,0°),(2,-60°)
(4,0°),(4,-60°)
(3,0°),(3,+60°)
(2,0°),(2,+60°)
(1,-60°),(1,460°)
(2,+60°),(2,-60°)
(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(4,-60°)
(2,0°),(4,4+60°)
(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(3,-60°)
(2,0°),(3,+60°)
(2,0°),(1,0°)
(2,0°),(1,-60°)
(2,0°),(1,+60°)
(2,-60°),(4,0°)
(2,-60°),(4,-60°)
(2,-60°),(4,+60°)
(2,-60°),(3,0°)
(2,-60°),(3,—-60°)
(2,-60°),(3,4+60°)
(2,-60°),(1,0°)
(2,-60°),(1,—60°)
(2,-60°),(1,460°)
(2,+60°),(4,0°)
(2,460°),(4, —60°)
(2,460°),(4,+60°)
(2,+60°),(3,0°)
(2,460°),(3,—60°)
(2,460°),(3,+60°)
(2,+60°),(1,0°)
(2,+60°),(1,—-60°)
(2,460°),(1,+60°)

otoceni o +60°
(3,—60°),(3,+60°)
(4, —60°),(4,4+60°)
(1,-60°),(1,0°)
(3,—60°),(3,0°)
(2,+60°),(2,0°)
(3,0°),(3,460°)
(3,—60°),(4, —60°)
(3,—60°),(4,+60°)
(3,—60°),(4,0°)
(3,—60°),(1,—60°)
(3,—60°),(1,+60°)
(3,—60°),(1,0°)
(3,-60°),(2, —60°)
(3,-60°),(2,4+60°)
(3,-60°),(2,0°)
(3,+60°),(4,—60°)
(3,+60°),(4,+60°)
(3,+60°),(4, )
(3,+60°),(1, —60°)
(3,+60°),(1 ,+60°)
(3,460°),(1,0°)
(3,460°),(2, —60°)
(3,460°),(2,460°)
(3,460°),(2,0°)
(3,0°),(4,—60°)
(3,0°),(4,+60°)
(3,0°),(4,0°)
(3,0°),(1,—60°)
(3,0°),(1,+60°)
(3,0°),(1,0°)
(3,0°),(2,—-60°)
(3,0°),(2,4+60°)
(3,0°),(2,0°)

otoceni o —60°
(1,460°),(1,0°)
(4,460°),(4,0°)
(2,460°),(2,—60°)
(1,460°),(1, —60°)
(3,0°),(3,—60°)
(1,-60°),(1,0°)
(1,+60°),(4, +60°)
(1,+460°),(4,0°)
(1,460°),(4,—60°)
(1,+60°),(2,4+60°)
(1,460°),(2,0°)
(1,460°),(2, —60°)
(1,460°),(3,4+60°)
(1,460°),(3,0°)
(1,+460°),(3,—60°)
(1,0°),(4,+60°)
(1,0°),(4,0°)
(1,0°),(4,—60°)
(1,0°),(2,4+60°)
(1,0°),(2,0°)
(1,0°),(2,-60°)
(1,0°),(3,+60°)
(1,0°),(3,0°)
(1,0°),(3,—60°)
(1,—60°),(4,4+60°)
(1,-60°),(4,0°)
(1,—-60°),(4,—60°)
(1,-60°),(2,460°)
(1,-60°),(2,0°)
(1,-60°),(2,-60°)
(1,—60°),(3,460°)
(1,-60°),(3,0°)
(1,—-60°),(3,—60°)



Priloha — stranka ¢.9

(3,+60°),(1,4+60°)
(1,0°),(1, +-60°)
(4,0°),(4, +60°)
(4,0°),(3,0°)
(4,0°),(3, =60°)
(4,0°),(3, +-60°)
(4,0°),(1,0°)
(4,0°),(1,—60°)
(4,0°),(1, +-60°)
(4, —60°),(4, +60°)
(4,-60°),(3,0°)
(4, 60°),(3, —60°)
(4, —60°),(3, +60°)
(4,-60°),(1,0°)
(4,-60°),(1, —60°)
(4,-60°),(1, +60°)
(4,+60°),(3,0°)
(4,+60°),(3, —60°)
(4,+60°),(3, +60°)
(4,+60°),
(4,460°),(1,
(4,+60°),(1,
(1,0°),(1, —60°)
3, )(1 0°)
(1,
(

(1,0°)
—60°)
+60°)

(3,0°),(1, -60°)
(3,0°),(1, +60°)
(3,—60°),(3, +60°)
(3,—60°),(1,0°)
(3,-60°),(1, —60°)
(3,—60°),(1,+60°)
(3,4+60°),(1,0°)
(3,460°),(1, —60°)
(3,0°),(3, —60°)

(1,0°),(2,0°)
(2,—60°),(2,0°)
(4,-60°),(4,0°)
(4, —60°),(1, —60°)
(4, —60°),(1, +60°)
(4, —60°),(1,0°)
(4,-60°),(2, —60°)
(4,-60°),(2,+60°)
(4,—60°),(2,0°)
(4,+60°),(4,0°)
(4,460°),(1, —60°)
(4,460°),(1, +60°)
(4, +60°),(1,0°)
(4,+60°),(2, —60°)
(4, +60°),(2,+60°)
(4,460°),(2,0°)
(4,0°),(1,-60°)
(4,0°),(1,+60°)
(4,0°),(1,0°)
(4,0°),(2, —60°)
(4,0°),(2,460°)
(4,0°),(2,0°)
(2,-60°),(2,+60°)
(1,-60°),(2, —60°)
(1,-60°),(2,+60°)
(1,-60°),(2,0°)
(1,460°),(1,0°)
(1,460°),(2, —60°)
(1,+60°),(2,+60°)
(1,460°),(2,0°)
(1,0°),(2, —60°)
(1,0°),(2,460°)
(2,-60°),(2,+60°)

(2,—60°),(3,—60°)
(3, +60°),(3, —60°)
(4,460°),(4, —60°)

(4,460°),(2,460°)

(4,+60°),(2,0°)

(4,+60°),(2, —60°)

(4,460°),(3,460°)
(4,+60°),(3,0°)
(4, +60°),(3, —60°)
(4,0°),(4, —60°)
(4,0°),(2,+60°)
(4,0°),(2,0°)
(4,0°),(2, —60°)
(4,0°),(3,+60°)
(4,0°),(3,0°)
(4,0°),(3, —60°)
(4,-60°),(2,460°)
(4, —60°),(2,0°)

(4, -60°),(2, —60°)

(4, —60°),(3,+60°)
(4,-60°),(3,0°)
(4, —60°),(3, —60°)
(3,460°),(3,0°)
(2,460°),(3,460°)
(2,+60°),(3,0°)
(2,+60°),(3, —60°)
(2,0°),(2, —60°)
(2,0°),(3,460°)
(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(3, —60°)
(2,-60°),(3,460°)
(2,-60°),(3,0°)
(4,+60°),(4,0°)
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typ (kolem 1) typ (kolem 2) typ (kolem 3) typ (kolem 4)

dvojice dlazdice
(27 00)7(2a _600)

(47 00)7(4a _600)

(3,0°),(3,460°)
(2,0°),(2,460°)
(1,-60°),(1,+60°)

(27 +600)7(27 _600)

(2,0°),(4,0°)
(2,0°),(4, —60°)

(2,0°),(4,4+60°)

(2,0°),(3,0°)
(2,0°),(3, —60°)

(2,0°),(3,460°)

(2,0°),(1,0°)
(27 00)7(13 7600)

(2,0°),(1, +60°)
(2,-60°),(4, 0°)
(2, —60°),(4, —60°)
(2, —60°),(4, +60°)

(2, —60°),(3,0°)
(2, —60°),(3, —60°)
(2, —60°),(3, +60°)

(2, —60°),(1,0°)
(2, —60°),(1, —60°)
(2, —60°),(1, +60°)

(2,+60°),(4,0°)
(2,+60°),(4, —60°)

(2, +60°),(4, +60°)

(2,+60°),(3,0°)
(2,460°),(3, —60°)

(2,+60°),(3, +60°)

(2,+460°),(1,0°)
(2,460°),(1, —60°)

(2,+60°),(1,+60°)
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(3,+60°),(1,+60°)
(1,0°),(1,+60°)
(4,0°),(4,+60°)

(4,0°),(3,0°)
(4,0°),(3, —

(4,0°),(3,+60°)
(4,0°),(1,0°)

(4,0°),(

(
)

1,-60°)
(4,0°),(1

,+60°)
(4, —60°),(4, +60°)
(4,—60°),(3,0°)
(4, —60°),(3, —60°)
(4, —60°),(3, +60°)
(4,—60°),(1,0°)
(4,—60°),(1, —60°)
(4, —60°),(1, +60°)
(4,+60°),(3,0°)
(4,+60°),(3, —60°)
(4,+60°),(3, +60°)
(4,+60°),(1,0°)
(4,+60°),(1, —60°)
(4,460°),(1, +60°)
(1,0°),(1,-60°)
(3,0°),(1,0°)
(3,0°),(1, —60°)
(3,0°),(1, +-60°)
(3,—60°),(3, +60°)
(3,-60°),(1,0°)
(3,—60°),(1, —60°)
(3,—60°),(1, +60°)
(3,+60°),( 0°)
(3,460°),(1, —60°)
(3,0"),(37—60")

1
1
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Chovéni typu ABCD s pocatednim obsahem 44 maji tyto kostky: (3, +60°),
(1,0°),(1,—60°); (3,460°),(1, —60°); (3,0°),(3,4+60°); (3,0°),(1,0°); (3,0°),(
(3,-60°),(3, +60°); (3, —60°),(1,0°); (3, —60°),(1, —60°); (3, —60°),(1, +60°);

(3,460°),(1,0°);

Chovéni typu ADBC s po¢ate¢nim obsahem +4 mayji tyto kostky: (1,0°),(

(4,0°),(4

,+60°),(1

(1,+60°);
1,—-60°);

1,+60°);
,+60°); (4,0°),(1,0°); (4,0°),(1,—60°); (4,0°),(1,460°); (4, —60°),(1,0°);
(4,—-60°),(1,—60°); (4,—60°),(1,+60°); (4,+60°),(1,0°); (4
(4,+60°),(1, +60°);

77600);

Chovani typu ACDB s pocateénim obsahem +4 maji tyto kostky: (4,0°),(3,0°);
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(4,0°),(3,—60°); (4,0°),(3,+60°); (4,—60°),(4,4+60°); (4, —60°),(3,0°); (4,—60°),(3, —60°);
(4a _600)7(3a +600); (47 +600)7(37 00); (4» +600)7(3a _600); (4v +600)7(37 +600);
(3,0°),(1,460°);

Chovéni typu ABCD s pocateénim obsahem +4 maji tyto kostky: (2,0°),(2,—60°);
(4,0°),(4,—-60°); (2,0°),(4,0°); (2,0°),(4,—60°); (2,0°),(4,+60°); (2,—60°),(4,0°);
(2, -60°),(4, —60°); (2, —60°),(4, +60°); (2, +60°),(4,0°); (2, +60°),(4, —60°);
(2,+60°),(4, +60°);

Chovéani typu ADBC s po¢ateénim obsahem +4 maji tyto kostky: (3,0°),(3,4+60°);
(2,0°),(2,460°); (2,0°),(3,0°); (2,0°),(3,—60°); (2,0°),(3,460°); (2,—60°),(3,0°);
(2, —60°),(3, —60°); (2, —60°),(3, +60°); (2, +60°),(3,0°); (2, +60°),(3, —60°);
(2,+60°),(3, +60°);

Chovéani typu ACDB s poc¢ateénim obsahem +4 maji tyto kostky: (1, —60°),(1, +60°);
(2,+460°),(2, —60°); (2,0°),(1,0°); (2,0°),(1,—60°); (2,0°),(1,460°); (2, —60°),(1,0°);
(2, —60°),(1, —60°); (2,—60°),(1, +60°); (2, +60°),(1,0°); (2, +60°),(1, —60°);
(2,+60°),(1, +60°);



