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Abstrakt

Cilem prace je popsat, vyzkouSet a srovnat rizné metody pro nu-
merické diferintegrovéani, tj. derivovani a integrovani necelych radu.
Toto vychézi z teorie diferintegrovani (fractional calculus). Popisované
numerické metody jsou koncipovany tak, ze diferintegrovana funkce je
zaddna pouze jako soubor diskrétnich bodt, s ¢imz se v praxi setkame
casto. V textu préce je rozebrana diferintegraéni metoda zalozend
na Griinwald-Letnikovové definici diferintegralu, Riemann-Liouvillové
definici diferintegrdalu a metoda vypoctu Weylova diferintegralu po-
moci diferintegrovani Fourierovych fad. Tyto metody byly v ruznych
variacich aplikovany v ukézkovych programech v jazyce Object Pas-
cal. Okomentované zdrojové kédy ukazkovych programu jsou k préci
priloZzeny a mohou byt déale vyuzity v praxi.

7 testu plyne, ze metoda zalozena na Griinwald-Letnikovové defini-
ci pracuje rychle a relativné presné pro kladné i zdporné rady diferin-
tegrovani. Nejvétsi chyba nastavé pobliz dolni meze diferintegrovani,
kterd se projevuje hlavné pro diferintegrovani kladného radu. Vyhodou
metody zalozené na Riemann-Liouvillové definici je, ze oproti predcho-
zi zminéné muze pfijimat jako vstupni data i neekvidistantni body.
Piesnd je hlavné pro zédporné fady diferintegrovani, nebot pro kladné
je tfeba provadét opakované numerické derivovani, které zpusobuje
chyby pobliz dolni meze diferintegrovani a konce vstupnich dat. Po-
sledni metoda, zalozend na diferintegrovani Fourierovych fad, m& ome-
zenou presnost podle toho, jak dobfe lze vstupni data vyjadrit Fouri-
erovou fadou. Pfi diferintegrovani pak chyba vzrustd s fadem diferin-
tegrovani.
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1 Uvod

Asi v zadné védé se nestretavame s abstrakei a zobecnénim tak casto,
jako v matematice. Vezméme naptiklad komplexni ¢isla. Ptame-li se, kolik
je v/—1, nenachézime v obvyklé aritmetice redlnych éisel odpovéd, protoze
ziejmeé neexistuje zadné redlné ¢islo, jehoz druhda mocnina by byla zaporna.
Muzeme ovSsem predpokladat, ze existuje ¢iselny obor, ve kterém takovyto
vyraz méa smysl a ve kterém muzeme provadeét stejné operace, jako v redlnych
¢islech — coz jsou komplexni ¢isla. Dalsim takovym ptikladem mohou byt
euklidovské prostory — vidime-li, zZe analogicka pravidla plati pro geometrii
na piimce, v roviné i v prostoru, muzeme tato pravidla rozsitit na jakykoliv
vyssi pocet rozmeéru. Pro popisovani fraktala byly dokonce zavedeny prostory,
které nemaji celoCiselny pocet rozmeéru.

Mne osobné tato vlastnost matematiky vzdy fascinovala. Jeden piiklad za
vsechny: pred nékolika lety jsem kombinaci nékolika vzorcu z tabulek odvodil
vztah pro obsah pravidelného n-tihelnika,

1 360°
S:—nsin( >-r2,
2 n

kde r je polomér kruznice opsané n-ihelniku. Nasledné jsem se bavil tim,
ze jsem za n dosazoval hodnoty, pro které vzorec nema v tomto vyznamu
smysl, tj. 1,2, %, —1 atd. a sledoval jsem, jakych hodnot obsah nabyva.? Neni
tedy divu, ze mé teorie diferintegrovani (v angl. origindle fractional calculus),
ktera se zaobira derivacemi a integraly necelych radu, zaujala okamzité poté,
co jsem na ni narazil.

Vzhledem k tomu, Ze se kromé matematiky intenzivné vénuji i programo-
vani, rozhodl jsem se v této praci zamérit na oblast, ktera tyto dvé dis-
cipliny spojuje, tj. numerické metody. Ackoliv se muze teorie diferintegrovani
nezasvécenému zdat jako matematicka ,hracka“, ve skutecnosti nachazi své
vyuziti v praxi (napf. pro popis déju ve vodnych roztocich, pro popis pfenosu
tepla a v kvantové mechanice), a tak je pozadavek stanovit numericky hod-
noty diferintegralu opravnény.

Prace je rozdélena do tii hlavnich ¢asti — v prvni je ¢tendr sezndmen
se zaklady teorie diferintegrovani, v druhé rozebirdm samotné numerické
metody a v posledni jsou popsany ukazkové programy, které jsem napro-
gramoval, abych ilustroval funkénost jednotlivych algoritmu pro diferinte-
grovani.

2Mimo jiné jsem pomoci tohoto ,odvodil“ vztah lim nsin =

n—oo



2  Uvod do teorie diferintegrovani

Cilem této prace neni podat ¢tenaii kompletni soubor informaci o diferin-
tegrovani. Tato sekce tak prezentuje pouze zaklady této obsahlé teorie, které
jsou nutné pro pochopeni a zvladnuti jejich aplikaci v ¢astech prace vénované
numerickym metodam a jejich implementaci. Slozita odvozeni a dikazy jsou
tak redukovany na minimum, popf. iplné vynechany.

2.1 Diferintegralni operator

V teoretické sekci prace bude nasim tikolem rozsitit klasicky diferencialni
a integralni pocet do nové drovné, kde chybi pozadavek pro to, aby rad
derivace, resp. integralu byl celoc¢iselny. Jinak feceno, hleddme takovy opera-
tor D, pro ktery bude pro libovolné n € N platit:

qr
aD?f<t> = @ <t>

D) = /t ] /t tnlf(tn)dtn...dtldt

a a a a

n

DY) = f(t)

a zaroven ma platit, Ze pro pevné zvolené ¢ se hodnota vyrazu ,Df f(¢) méni
spojité v zavislosti na proménné g € R.

Pro operator D pouzijeme oznaceni diferintegralni operdtor (zahrnuje
v sobé jak derivovéni, tak integrovani), zkrdcené diferintegrdl. Jeho horni
index budeme nazyvat rad diferintegrdlu, popit. 7dd diferintegrovdani. Dolni
indexy u operatoru znaci meze diferintegrovdni (t > a), tedy interval, na
kterém diferintegrujeme — pro celociselné integrovani je jejich vyznam ziejmy
a jsou nutné pro vSechny trady diferintegrovani kromé pfirozenych a nuly
(oby¢ejna derivace ma pouze lokalni charakter, coz ovsem neplati pro necelo-
¢iselné). V této préaci budu obvykle znacit fad diferintegrélu ¢, dolni mez a a
horni ¢, coz je zaroven také nezavisla proménna funkce. Pojmem diferintegral
také oznacuji cely vyraz ,Dj f(t).

Vyrazy, kde je ¢ > 0, budeme nazyvat analogicky s vzitou nomenklaturou
derivace, tedy naptiklad prvni derivace, pulta derivace, ¢tyrpétinova derivace
atd. Stejné tak pro piipad ¢ < 0 zvolime pojmenovani integral. Pokud neni
ziejmé, zda je ¢ kladné ¢i zaporné, uchylime se k obecnému pojmu diferin-
tegral.



2.2 Funkce gama a beta

Jesté nez se pustime do definovani diferintegralu, je tfeba se seznamit
s funkci, kterda ma v teorii diferintegrovani rozsahlé vyuziti. Tou je funkce
gama (také nazyvana Eulerova funkce druhého druhu), kterd je definovéna
nasledovneé:

. n!nt
b0 = i e+ 2 +n)

(1)

Ziejmé D(I') = R\ {0; —1;—2;...}, protoze pro nulu a zapornd celd cisla
je vzdy jeden z ¢initelu sou¢inu ve jmenovateli nulovy. Casto se setkdvame
s jinym definicnim vztahem, ktery je vSak omezen jen na t > 0:

[(t) = / e 7dr. (2)

Nejvyznaméjsim vztah pro funkci gama je indentita®
Ct+1)=t-T(t). (3)
Srovndme-li (3) s rekurzivni definici faktoridlu,
00=1, nl=n-(n—-1)!
dochézime k zavéru
Fn+1)=n! (4)

platnému pro n € NU{0}. Muzeme tedy tvrdit, ze funkce gama je svym
zpusobem rozsitenim faktoridlu i na jina ¢isla nez prirozena. Pomérné vyz-
namnou je funkéni hodnota v %, kterd je rovna F(%) = /7, odkud pomoci
(3) dostaneme funkéni hodnoty pro jakékoliv n + 1, n € Z.

S funkci gama je tzce svazana funkce beta (Euleruv integral prvniho
druhu), definovand vztahem

1
B(t,u) = /Tt_l(l —7)*tdr. (5)
0
Uvedeny integral konverguje pro t > 0,u > 0 a lze prevést na vyraz
INGIN)!
B(t,u) = =—————+.

Vice o funkcich gama a beta v [3] a zejména v [4].

3Lze snadno ukézat integrovdnim per partes:
o0

Lt+1)= [rlemdr = [—e "7 +t [t le "dr =t - [(¢)
0 0
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2.3 Grunwald-Letnikovova definice diferintegralu

Aby diferintegral splnoval naroky uvedené v sekci 2.1, je logické, ze jeho
odvozeni zacneme z konvenénich definic. Pfipomenme klasickou definici deri-
vace spojité funkce f(¢):

f0) — i L0 =T 1)

h—0 h

(7)
Dosazenim tohoto vztahu ,,do sebe sama“ dostaneme druhou derivaci, tedy

f't) = f'(t—h)

f"(t) = lim

h—0 h
f@)—ft—h1) _ fl—h2)—f(t—hi1—ho)
= lim lim h h
h1—0 ha—0 ho

Protoze hy — 0 i ho — 0, muzeme predpokladat hy = ho, ¢imz se predchozi
vzorec zjednodusi na

() = tim LB =20 = ) + [t~ 2h)

h—0 h2

(8)
Zcela analogicky jesté nalezneme takovyto vzorec pro tireti derivaci:

fm(t) — lim f(t) — 3f(t — h’) + 3f(t B 2h> — f(t — Bh)

h—0 h,3

(9)

Ze (7), (8) a (9) vidime, ze kazdé dalsi derivovéni pridavé dalsi funkéni
hodnotu a koeficienty u téchto se jevi jako kombinacni ¢isla se stfidajicim se
znaménkem. Diky tomuto poznatku muzZeme obecny vztah* pro n € N:

n

te) = fing g S0 () 0 - k) (10)

h—0 h™
k=0

Nyni pfejdeme k integralim. Vychozim bodem pro nas bude obvykla
Cauchy-Riemannova definice:

t

=2

/f(tl)dtlzNhgoh . F(t — kh), h:t&“. (11)

0

=
Il

a

Opétovnym integrovanim ziskdvéme (nadale za predpokladu h = 52)

t N-1
//f(tg)dtgdtl = lim WY (k+1)f(t - kh). (12)
a a k=0

4Korektn{ diikaz lze provést tuplnou indukei.

4



Pro ziskani lepsi predstavy o obecném vztahu jesté jednou zintegrujeme:

t t1 to N—1

/f(tg) dtsdtadty = Tim 73" DKL) oy ppy. (1)
k=0

2

a a a

7 vyse uvedenych vztahu jiz 1ze odhadnout pozadovany obecny vzorec ve
tvaru

/tij”'t]}(t")dt”'”dtldtNhféohn]:z; (k+Z_1)f(t—kh). (14)

Ziejmé h — 0, kdyz N — oo. VSimneme si zajimavé véci — upravime-li vztah
(10) tak, aby se podobal (14), tj

N-—
£t —]\}'l—{nooﬁz <) (t — kh)

k=0

a aplikujeme i zde predpoklad h = 52, vysledek sumace se nezméni, protoze
stale plati h — 0 a pro vSechna k’ > n nutné (Z) 0 (predpokldddme

ptirozené n). Vezmeme-li jesté v ivahu kombinatorickou identitu

)=

dokazeme jiz za pouziti diferitegralniho operatoru stanovit vzorec zahrnujici

jak (10), tak (14):

N—-1
D) = Jim v Y (N7 - w) (15)
k=0

Tento vzorec ma ziejmé smysl i pro necelé n. Po nahrazeni n za ¢ € R a
dosazeni za h dostavame Griinwald-Letnikovovu definici diferintegralu

- (L () (5) oo

k=0

Protoze pro ¢ ¢ N (i kdyz ¢ > 0) dostdvame nekonecny pocet scitancu, je
nutné specifikovat konstatnu a, kterd znaci dolni mez diferintegrovani.

V [1] je predstaven jesté mirné poupraveny definiéni vztah, jehoz ticelem
je zlepsit konvergencni vlastnosti:

o= (2 E ()6 () o

Tohoto vzorce pozdéji vyuzijeme pii numerickém diferintegrovani pro jeho
lepsi vlastnosti.




2.4 Riemann-Liouvillova definice diferintegralu

Odvozeni této definice bude o poznani snazsi. Vyjdeme zde z Cauchyho
integralniho vzorce

/t]/t a 7lf(t") dty ... dty dt = ﬁ /tf(T)(t A (18)

Podle (4) stac¢i nahradit faktoridl za jeho ekvivalent v podobé funkce gama

a dostavame
t

D) = s [ (19)

a

coz je vztah platny pro ¢ < 0 (pro ostatni integral nutné diverguje). Rozsifent
na kladné ¢ provedeme pridanim opakovaného derivovani, tj.

N O S A ()
O el A= (20)

a

kde volime n tak, aby ¢ — n < 0. Jinou moznosti je vzorec odvozeny inte-
grovanim per partes

t
P ) S M)t —a)t

DI f(t) = ) /(t e d¢+]; kg n 1) (21)
pricemz n volime stejné jako v predchozim pripadé. Vztahy (19) a (20), popf.
(21) spolecné déavaji Riemann-Liouvillovu definici diferintegrélu.

Riemann-Liouvillova definice je identicka s Griinwald-Letnikovovou diky
faktu, ze ve vzorci (14) je leva strana totoznd s levou stranou v (18). Z uve-
dené definice vyplyvé, ze aby byla funkce f(t) diferintegrovatelna (s dolni
mez{ a), musi spliiovat podminku

lim(t — a) f(t) = 0 (22)

t—a

a musi byt definovdna na intervalu (a;t).

2.5 Diferintegral funkce (t — a)’

Pro nékteré dalsi avahy bude uzitecné znat diferintegral mocninné funkce,
pod ¢m7 zde rozumime (t — a)”. Aby byla takovato funkce diferintegrova-
telnd, musi spliovat podminku (22), tj. ¥ > —1. Tento stanovime uzitim



Riemann-Liouvillovy definice (19), nejprve jen pro ¢ < 0:

[ (r—a)?
DIt —a)’ = ! /<( ) dr

= b g [erq e

= o) 0/5 (1 -6 dg

_ 1 a1 B(—

B L +1) 9—q

- F(ﬁ—q—i‘ 1) (t_a> ) (23)

kde byla v druhém kroku pouzita substituce 7 = a + £(t — a) a v poslednim
vztah mezi beta a gama funkei (6).

Tento vztah jsme ale odvodili pouze pro integraly. S ohledem na rozsite-
nou definici (20) v8ak muzeme snadno jeho platnost rozsifit na libovolné
g € R. Za povsimnuti jesté stoji, ze volbou fadu diferintegralu n € N a
exponentu mocninné funkce m € N dostdvame vztah zndmy z konvenéniho
diferencialniho poctu, tj.

d" m!

—(t—a)" =

o (t—a)™™, m>n. (24)

(m —n)!

2.6 Vlastnosti diferintegralu
Linearita

Plati
JDIC-f(1) = C-Dif(t) (25)
JDIf(E) +9@1) = Dif(t)+.Dig(t) (26)
Tato vlastnost plyne ptimo z Griinwald-Letnikovovy i Riemann-Liouvillovy

definice, nebot’ pti sumaci, klasickém integrovani i klasickém derivovani se
lineratita rovnéz zachovava.

Diferintegrovani nekonec¢nych rad

Z vyse uvedenych vztahu ziejmé plyne, ze muzeme diferintegrovat jakou-
koliv konecnou fadu po jednotlivych ¢lenech. Totéz muzeme provést i s neko-
necnou radou, pokud spliuje podminku, kterd je na ni kladena i pti obycej-
ném derivovani a integrovani, tj. musi konvergovat stejnomérné. Pti splnéni
tohoto tedy plati rovnost

D} (Z fn(t)> = DIf(). (27)

7



Diky skutecnosti, ze mocninna rada konverguje stejnomérné, muzeme
diferintegrovat Taylorovu radu ve tvaru ZZO:OW po jejich jednotli-
vych ¢lenech. Vyuzitim zndmého diferintegralu mocninné funkce (23) ziskame
dalsf moznou definici diferintegrédlu (omezenou ovsem pouze na analytické

funkce)

L FE Q) (t — a)re
Dis =3 St )

Rozsitené Leibnizovo pravidlo

Leibnizovo pravidlo, které udava vztah pro n-tou derivaci soucinu funkei,
lze pomoci integrovani per partes rozsitit i pro n-nasobny integral soucinu.
Odtud jiz vede jen krok k obecnéjsimu vzroci diferintegralu soucinu, ktery je
ve tvaru

i) =3 ((1)ptsrDi o). o)

k=0
Zména méritka

Zménou meéritka je zde myslena nahrada f(t) za f(kt), k € R. Pro obec-
nou dolni mez a je tprava diferintegralu takovéto upravené funkce algebraicky
velmi naro¢nd, proto se omezime pouze na dolni mez nulovou. V takovém
piipadé plati®

oDi f(kt) = k%o Dj, f(kt), (30)

coz plné koresponduje s klasickymi pravidly pro derivovani a integrovani.

Pribéh pobliz dolni meze

Pripustmeé, ze funkce f(¢) je analyticka alespon v néjakém malém (pra-
vém) okoli své dolni meze. Potom ji v tomto okoli muzeme vyjadrit Tay-
lorovou fadou, ze které ziskame vztah pro diferintegral (28). Odtud ziskdvame
pravidlo pro hodnotu v dolni mezi,

0 prog <0
JDLf(t) =4 fla) prog=0 (31)
00 pro g > 0,

>Podle (19) plati pro ¢ < 0
t s
—q— S o\ -1, _
ODgf(kt) = F(lq) Off(k'T)(t - T) =t = p(lq) Off(o—)(ﬁ - E) ko = quDth(kt)

zavedenim kt = s, kT = 0. Odtud pomoci (20) rozsifime na vSechna ¢ € R.



pricemz nekonecéné hodnoty pro ¢ > 0 nabyva derivace samoziejmé jen tehdy,
pokud neni g celé &islo a pokud neplati f(a) = f'(a) = ... f*Ya) = 0, kde
n=[ql.°

Nyni méjme, ze f(t) nemé v dolni mezi a koneénou hodnotu, ale je difer-
integrovatelna. Potom lze vyjadrit jako f(t) = (t — a)Pg(t), p € (—1;0). Pi-
pustme opét, ze g(t) lze vyjadiit Taylorovou fadou. Pak je mozné vyjadrit
diferintegral funkce f(t) jako

q gtk I'(p+k+1) p+k—q
DIF(t) Z k' p+k_q+1)(t—a)+k. (32)

Odtud dalsi mame vztah pro hodnotu v dolni mezi,

0 proqg <p
JDLf(t) = T(p+1)g(a) prog=p (33)
o0 pro g > p.

Vidime, ze kromé vyjimecnych pripadu ma diferintefral funkce v dolni mezi
bud’ nulovou hodnotu, nebo zde (limitné) nabyva nekone¢né hodnoty.

Skladani diferintegralt

Jiz nékolikrat bylo v této préaci s uspéchem pouzito pravidlo pro skladani
diferintegralu s klasickou derivaci, tj.

dn q _ qgTn
CnaDIf (1) = DI (), (34)

n e N Prohodime-li poi"adi neboli pokud diferintegrujeme funkci f(t),

vvvvvv

21)
n—1 k—g—n
M a)(t — a)
C(k —q—n+1)

aDgf(n)(t) = aD:tHn (35)

k=0

platny za piedpokladu, ze f(™(t) splituje podminku (22).

Podobné chovani muzeme ocekavat v piipadé dvou operatoru D. Uvahu
nad tpravou vyrazu ,Df(,Dj f(t)) rozdélime na dva piipady podle znaménka
radu r.

1. <0

V takovém ptipadé se jedna o diferintegrovani integralu, ktery lze vyjadrit

jednodussi Riemann-Liouvillovou definici (19). Aplikaci rozsitené definice

(20) na toto ziskdvame pravidlo

D{ (D (1)) = DI f(1). (36)

6[2] zde znaéf zaokrouhlen{ na celé éislo smérem k oo, tedy napi. [1,9] = 2,
-1,8] = -1




2.7r>0
Podle (21) ziskavame
t _ a)k—’r
—r+1)

®)(q
Dy (1) = Dy ) Z ! BNE
kde volime n = [r]|. V takovém prlpade je nutné diferintegral na pravé
strané integralem, muzeme tedy na néj pouzit pravidlo (36). Suma na
pravé strané ovsem obsahuje mocninné funkce, jejichz exponent je mensi
nez —1 — tyto nespliuji podminku (22), tim padem nemuzeme ,DJ f(t)
dale diferintegrovat.
Za urcitych podminek vsak tyto cleny sumy zmizi a tak je diferinte-
grovani dovoleno. Zaprvé je to v piipadé r € N (odkud plyne n = r), ¢imz
e (37) zmeéni na (35). Déle toto nastane, pokud f(a) = f'(a) = --- =
f™=2(a) = 0. Potom ze sumy ziistane jen posledni ¢len, jehoz exponent
je vétsi nez —1. Ten pak snadno diferintegrujeme jako mocninnou funkeci.

Potom plati
(n—1) _ \n—r—1
DIGDL0) = D7 (Dp e+ L
£ a) (¢ =y~
I'(n—q—r)
= DI (1), (38)
kde jsme vyuzili toho, ze f(t) mé v a derivace nulové az po n — 2-ty rad.
Musime ovsem mit na paméti, ze upravu (37) jsme mohli provést pouze

za podminky, ze f (")(t) je diferintegrovatelna. Mohou nastat ptipady, kdy
f™t) diferintegrovatelna neni, diferintegral ,D7 f(¢) ale je (napt. pokud

D) +

flt) =ts,a=0r= $ = n=2). V takovém pifpadé nelze pravidlo pro
skladani diferintegralu nijak jednoduse vyjadrit.

2.7 Weyluv diferintegral

Specidlnim druhem diferintegralu je tzv. Weyluv diferintegral, pro néjz

je charakteristicka volba dolni meze a = —oo. Takovyto diferintegrél je defi-

novan jen pro malo funkci, zejména vsak pro konstantni a exponencialni:
_DIC = 0 (39)
_ooDiekt = ekt (40)

Vyuzitim Eulerovych vzorci muzeme z tohoto ziskat diferintegrdl i gonio-
metrickych funkei,

_oDfsint = sin (t + qg) (41)

_woDfcost = cos (t + qg) (42)

10



2.8 Laplaceova transformace diferintegralu

Laplaceova transformace (zde znacena operatorem L) je definovand vzta-
hy”

L)) = / f(t)erdt (43)

c+ioco
B 1
L~YF(p)} = = | F (p)e”dp (44)

Obrazy obycejnych derivaci a integralu jsou dany témito vzorci:

LAY = e F0) — 3 P ) (45)
Y L)
L 0/0/0/0 Flta) dtdbydi o = =275 (46)

Vzorce pro tyto obrazy lze sjednotit do jednoho, obsahujiciho diferintegral:

L D)} = L F) - 3 A ), (47)

Tento plati, protoze pro n < 0 je sumace prazdna. Na libovolné ¢ € R
rozsitime velmi jednoduse:

£ (DI} = LA} — 3 poDI (1) (48)
k=0

kde n € Z volime tak, aby ¢ € (n — 1; n). Tohoto vysledku se lze do-
brat, pokud bereme Riemann-Liouvilluv defini¢ni integral (19) jako kon-
voluci diferintegrované funkce s mocninnou funkei a dale postupujeme podle
pravidla pro obraz konvoluce v Laplaceové transformaci. Je nutné upozor-
nit, ze v sumeé se vyskytuji diferintegraly s obéma mezemi nulovymi, které
mohou nabyvat nekonec¢nych hodnot — potom Laplaceuv obraz diferintegralu
neexistuje.

Pokud uvazujeme pouze ¢ < 0 (v takovém piipadé suma ,zmiz{“) a
dosadime-li ziskany vyraz jako obraz do zpétné Laplaceovy transformace,
ziskdme jednu moznou definici diferintegralu, tj.

oDif(t) = L™HpL{f()}}. (49)

"V kontextu integralnich transformaci je pfedmét zpravidla znagen malym pismenem
a jeho obraz pifslusnym velkym, tedy napt. F(p) = L{f(¢)}.

11



Tato definice je ovSsem prilis komplikovand pro rozumné vyuziti a hlavné je
omezena pouze na funkce, pro které existuje obraz v Laplaceové transformaci
(coz nespliuje napi. e').

Poznamenejme jesté, ze Laplaceova transformace nachazi v tomto kon-
textu vyuziti zvlasté pti feseni rovnic s derivacemi a integraly necelych radu.

2.9 Fourierova transformace diferintegralu

Fourierovu transformaci, kterou zde oznacime operatorem F, definuji
vztahy

T} = / f(tye e (50)

FUF(W) — % Fw)e“tdt (51)

—00

vvvvvv

Diracovu funkci §(w), omezime se zde pouze na obraz derivace:

FL)} = (w)"F{f (1)} (52)

Analogicky jako u Laplaceovy transformace, i zde lze pouzitim pravidla pro
obraz konvoluce odvodit obecny vzorec pro obraz diferintegralu, v tomto
pripadé ovsem Weylova a pouze pro ¢ > 0:

F{Dif(O)} = (w)!F{f ()} (53)

Opét bychom mohli pouzit tuto transformaci pro definovani Weylova
diferintegrélu, ovsem néroky na predmét Fourierovy transformace (zejména
podminka, ze [*°_|f(¢)|dt musi mit konetnou hodnotu) jsou tak velké, ze je
taktka zbytecné néco takového uvazovat.

12



3 Numerické diferintegrovani

Tato ¢ast préace si klade za cil prezentovat numerické metody, jejichz ucel
je vypocitat hodnotu diferintegralu. Budeme predpokladat, ze funkei, kterou
chceme diferintegrovat, nezname v celém intervalu stanoveném mezemi difer-
integralu, ale pouze v nékolika diskrétnich bodech. Pii odvozovani metod
budeme vychazet z definic uvedenych v teoretické céasti prace.

3.1 Metoda zalozena na Grunwald-Letnikovové definici

Pro zjednoduseni budeme uvazovat a = 0. V takovém ptipadé se Griin-
wald-Letnikovova definice (16) diferintegralu zjednodusi na

i = g (VY (T (k) e

k=0

7 této definice odvodime ptiblizny vztah zcela jednoduse odstranénim poza-
davku N — oo, tedy

DI ~ Y (’“ L 1)f(t — kh) (55)
k=0

kde jsme navic zaménili h = % Vyznam konstanty h je zde ziejmy —
je to rozestup mezi zadanymi body, které diferintegrujeme. Dosazovanim
zadanych funkénich hodnot za f(t — kh) tedy dostaneme ptibliznou hodnotu
diferintegralu.

Zjedoduseni vypoctu této sumy lze provést uzitim ziejmého vztahu

() -== 00 &

Pomoci néhoz lze urcit koeficient u funkéni hodnoty z predchoziho pouhym
nasobenim. Jesté vétsi zjedoduseni je v podobé posloupnosti {rk}év:_ol, kterou
definujeme takto:

ro = f(h)
N—-—qg—Fk—-1
ry = v etk (57)

Pro posledni ¢len této posloupnosti plati

N1 = Nzl (k - Z N 1)f(t — kh) (58)

k=0

Algoritmus zalozeny na postupném pocitani ¢lenu této posloupnosti potie-
buje pro vypocet nasledujiciho ¢lenu pouze jedno nasobeni a jedno secteni.

13



05

—GL1

05 —oL2

Obrazek ¢. 1: Znézornéni rozdilu mezi numerickou metodou vypocétu vychézejici z ori-
gindln{ Griinwald-Letnikovovy definice (GL 1) a z jeji upravené verze (GL 2). Diferinte-
grovanou funkci je sint a fad diferintegrovani je % Ktivky jsou skoro totozné, ale vzajemné
posunuté.

Nyni se zaméfime na modifikovanou definici (17), jejimz tcelem je urych-
lit konvergenci k vysledné hodnoté diferintegralu. Metoda zalozena na této
upravené definici vSak vyzaduje funkéni hodnoty f(t+ Zh — kh), které expli-
citné znadme pouze v piipadé, kdyz ¢ je sudé celé ¢islo. V ostatnich pripadech
je tfeba funkci interpolovat. Protoze jsou vstupni hodnoty ekvidistantni,
muzeme pouzit metody odvozené z Lagrangeovych polynomi, konkrétné
c¢tyrbodovou interpolaci, danou vztahem

g+ ph) - PEZD@Z2) g gy DR g -
_plp+ 1;(19 - Q)f(to R+ p(p® — 1)f(t0 +om),

Nejlepsi vysledky tato interpolace dosahuje pro p € (0;1). Chceme-li tohoto
dosahnout, nejprve zjistime, ,,0 kolik A* jsou pozadované funkcéni hodnoty
posunuty. Toto posunuti oznac¢ime s a je rovno L%J 8 Potom dosadime p =
1—saty = kh+shaziejmeé plati f(kh-+2) = f(to+ph). Tato interpolace vsak
nejde pouzit pro nékteré krajni zadané body, protoze pro vypocet vyzaduje
hodnoty sousednich bodu. Pro tyto body musime pro odhad jejich hodnot
pouzit jinou aproximaci (jinou volbu g a p).

8| 2] zde znaéf zaokrouhlen{ na celé éislo smérem k —oo, tedy napt. [1,9] = 1,
-1,2] = -2
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Protoze upraveny definiéni vztah, ze kterého pti odvozeni tohoto algo-
ritmu vychazime, vyzaduje pouze jiné funkéni hodnoty, muzeme jeho vypocet
také prevést na usporny cyklus pomoci jiz zminéné posloupnosti.

Pro diferintegrovani s libovolnou dolni mezi a postupujeme tak, ze soutrad-
nice zadanych bodu posuneme o a, ¢imz ziskdme nulovou dolni mez a pti
vystupu provedeme posun zpatky. V praxi je ovsem takovato operace zbytec-
na, nebot’ diferintegrujici algoritmus explicitné nevyzaduje t-ové soutadnice
bodu, pouze rozestup mezi nimi.

3.2 Metoda zalozena na Riemann-Liouvillové definici

Nyni se zamérime na druhou definici diferintegralu, kterd je s Griinwald-
Letnikovovou identicka. Opét budeme uvazovat zjednoduseny piipad a = 0.
Potom podle Riemann-Liouvillovy definice (19)

t

D) = s [ dr (60)

pro ¢ < 0. Uvedeny integral 1ze numericky urc¢it mnoha metodami. Muzeme
je rozdeélit na dvé skupiny podle toho, kdy se provadi interpolace — bud’ inter-
polujeme cely integrovany vyraz f(7)(t —7)" %!, nebo nejprve interpolujeme
pouze funkci f(¢) a vysledny integrél uréime algebraicky.

Rozebereme nejprve prvni piipad, ktery je ziejméjsi. Ze zadanych bodu
popisujicich funkei f(t) vytvorime nasobenim body popisujici funkei g(7) =
f(r)(t—7)"7t Vse co musime dale udélat, je tuto funkci numericky zinte-
grovat (urcit fo dT) Pro toto existuje mnoho metod — primitivni licho-
béznikova metoda, Newton-Cotesovy vzorce (pokud jsou body popisujici
f(t) ekvidistantni) a dalsi. Vsimnéme si ale, ze pokud ¢ > —1, exponent
u dvojclenu t — 7 je stale zdporny, tudiz integrdl sice konverguje, ale je
nevlastni. Urcit hodnotu takového integralu je prakticky nemozné, pokud
mame funkci zadanou pouze jako soubor diskrétnich bodu. Z tohoto divodu
je tato metoda omezena pouze na ¢ < —1.

V druhém piipadé budeme vychézet z toho, ze muzeme funkci f(t) na
urcitém intervalu popsat néjakou interpolaci a tu nasledné integrovat. Pro
zjednoduseni algebraické interpolace upravime defini¢ni interval takto:

/t(t—:qﬂ /fiq: (61

0

Nyni predpokladejme, Ze integrujeme na néjakém dilcim intervalu (t —to; ¢ —
t1), pricemz funkéni hodnoty v ¢ a ty zndme. Uvazujme linedrni interpolaci
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f(t) = at 4+ b, i¢innou pro t € (t1;t3). Pro jednoduchost jesté substituujeme
r=—q— 1. Pak

1 t—t1

7% dr ~ /[a(t — 1)+ b]r"dr. (62)

t—to
Integréal na levé strané muzeme velmi snadno zintegrovat, ¢imz dostavame

t—t1

t—t1
a(t —7) +bl7r"dr = v TT+2+—at+bTT+1 . 63
la(t — ) + 0]
r—+2 r+1 bt

t—to
Vysledny integrél je soucet takovychto dilcich integralu, tedy

t

/ ( 1) s 3 [_a(tl,tz)THz +a(tl,t2>t+b(t1,tz)7r+1}Hl, (64)

t— T)q—f—l r+2 r+1 t—ty
0 U ts; t2)=(05t)

kde a(tq,t2),b(t1,t2) predstavuji koeficienty linedrni interpolace na intervalu
<1€17 tg) .

Stejny postup muzeme pouzit i pro presnéjsi kubickou interpolaci f(t) ~
at® 4+ bt? + ct + d, jejiz koeficienty ziskdme pomoci definice Lagrangeovych
interpolacnich polynomu. V takovém piipadé dostavame upravou dil¢iho in-
tegralu

t—t1
/ (alt =7 + bt — 7 + et — 7) + dj"dr =
t—to
t—t1
= / [—a7® + (3at + b)7> — (3at® +2bt + )7 + (at® + bt* + ct +d)]7"dT

t—t2
a_ r+4 3at+b, r+3 3at?4+2bt+c, r+2 at3+bt2+ct+d, r+1 h 5
|:_T_47- + ﬁT — T—QT + T'7‘ . t2, (6 )

Ptibliznou hodnotu celého integrélu opét ziskdame souctem diléich.

V ¢em je vyhoda této metody oproti predchozi? Pokud numericky stano-
vujeme diferintegral ve vSech zadanych bodech, potom nam staci spocitat a
dale uchovavat v paméti zhruba tolik soubort koeficienti popisujicich inter-
polaci, kolik méme zadanych bodu. Oproti tomu pii prvni metodé musime
(pokud takto integrujeme) urcovat koeficienty interpolace pro kazdy vypocet
dilciho integréalu, takze celkovy pocet provedenych interpolaci roste s obje-
mem vstupnich dat kvadraticky. Navic je tato metoda omezend slabsi pod-
minkou ¢ < 0.
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Vsechny vyse uvedené ivahy se omezovaly pouze na g < 0, popi. ¢ < —1.
Rozsitit diferintegracni metodu na libovolné ¢ € R jde pomoci definiéniho
vztahu (20), ktery pridava opakovanou derivaci. Pro toto pouzijeme vzorec
pro piibliznou derivaci, ktery predpokladd znalost funkénich hodnot f(t —

hl), f(t + hg):

F(t) ~ h_;(ﬂt—'—]h)_f(tiiiz(f(t)_f(t_hl))' (66)

Takovyto pristup je uzitecny, pokud diferintegrujeme soubor bodu a chceme
znat hodnotu diferintegralu v kazdém zadaném bodé. Potom nejprve urcime
pro kazdy bod integrdl a na vznikly soubor dat aplikujeme tuto derivacni
metodu, dokud nedosdhneme pozadovaného radu.

3.3 Srovnani metod

Pro jedoduchost budeme dale numerické metody zalozené na Griinwald-
Letnikovové definici nazyvat GL metody a metodam zalozenym na Riemann-
Liouvillové definici RL metody.

Ocividnou vyhodou numerickych RL metod je, ze vstupni data nemusi
byt ekvidistantni. Tohoto lze teoreticky dosdhnout interpolovanim i u GL
metod, ovsem takovyto postup by byl velmi ndroc¢ny. Vyhodou této ovsem
je jedoduchost algoritmu, coz mé za nasledek rychlejsi vypocet. Navic pokud
diferintegrujeme soubor dat, u RL metod vznikd pro derivace vyssich fadu
podstatnd odchylka u krajnich bodu souboru, nebot’ pro tyto nelze pouzit
efektivni aproximaci derivace a pii dalsim derivovani se tato chyba siii do
dalsich bodu.

Pro srovnani efektivity jednotlivych metod jsem pomoci programu popsa-
nych v posledni ¢asti prace vygeneroval grafy, které ukazuji efektivitu metod
pro ruzné funkce a ruzné rady diferintegralu. Pro metody jsou pouzity nasle-
dujici zkratky:

GL 1 — GL metoda odvozena z originalni definice

GL 2 — GL metoda odvozena z upravené definice

RL 1 — RL metoda, kde se interpoluje se cely vyraz za znakem integralu
RL 2 — —II-, na puvodni funkci je pouzita linearni interpolace

RL 3 — —II-, na puvodni funkci je pouzita kubickd interpolace

Metoda GL 1 se ukazuje jako nepresnda pro skoro jakakoliv vstupni data,
jeji vyhoda spoc¢iva pouze ve velmi jednoduchém algoritmu. Ten je uzitecny
v pripadé, kdy mame interval, na kterém diferintegrujeme, popsany velkym
mnozstvim bodt, coz zajisti pozadovanou presnost. Metoda GL 2 je vyrazné
presnéjsi, selhava pouze pro nékteré integraly.

Z RL metod se ukazuje jako nejuc¢innéjsi RL 3. Efektivita metody RL
2 zavisi na tom, jak dobte vstupni data jdou popsat linedrni aproximaci.
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Obrazek ¢. 2: Diferintegrovani fadu —5,5 funkce v/, vstupni data tvoif 41 bodi. Zatimco
grafy vysledku RL metod se takika kryji se skutecnym vysledkem, GL metody dosahuji

znacné nepiesnych vysledku.
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Obrézek ¢. 3: Diferintegrovani fadu 1,5 funkce sin 8¢, vstupni data tvoii 41 bodu, takze
funkce je popséna dost nepiesné. Nejlepsich vysledk dosahuje metoda GL 2, vysledky RL

metod zhruba odpovidaji pfimo imérné zmensenym skuteénym hodnotam.
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Obrézek ¢. 4: Diferintegrovani fadu —1,5 funkce sin 8¢, vstupni data tvoif 41 bodu (az na
fad stejny piipad jako na obrézku ¢. 3). Zde kromé metody GL 1 selhdva i metoda RL 2,
protoze pro takto nepfesné zadanou funkci zpusobuje linedrni aproximace znacné chyby.
Nejlepsich vysledkii dosahuje metoda RL 3.
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Obrazek ¢. 5: Diferintegrovani fadu 1,5 funkce 1 — 3, vstupni data tvoii 41 bodi. V pod-
statné ¢dsti prubéhu funkce se vysledky vSech metod (kromé GL 1) takika shoduji se
skutecnymi hodnotami. U RL 1 lze pozorovat zna¢nou odchylku u konce vstupnich dat,
zpusobenou opakovanym derivovanim.
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Metoda RL 1 mé vysledky velmi podobné metodé RL 3, problém ovsem
nastava pii kladnych radech diferintegrovani, nebot’ musi vzdy provést o
jednu derivaci vic, coz zvysuje neptesnost (zvlasté u okraju vstupnich dat).

Vsechny metody maji zpravidla problémy s vypoctem derivace pobliz
dolni meze, protoze pro kladné fady nabyva mnohdy diferintegral v dolni
mezi nekoneénou hodnotu. RL metody pak navic zpusobuji nepresnost i u
konce vstupnich dat kvuli vétsim nepresnostem pii derivovani v koncovém
bode.

Mimo grafy uvedené v této praci jsem vygeneroval jesté dalsi, ovSsem pro
ilustraci postacuji tyto.

3.4 Metoda zalozena na diferintegrovani Fourierovych
rad

Tato metoda se od ptredchozich dvou lisi tim, zZe jejim tc¢elem neni urcit

pribliznou hodnotu diferintegrélu s koneé¢nou dolni mezi, ale numericky vypo-

cet Weylova diferintegralu periodické funkce. Vstupnimi daty budou opét

diskrétni hodnoty, které v tomto pripadé budou predstavovat jednu periodu

diferintegrované funkce. Vyjdeme z toho, ze kazdou integrovatelnou funkci
s periodou 27 lze vyjadrit jako nekonecnou Fourierovu radu

f(t) = % + 5 (a cos kt + by sin kt), (67)

00
k=1

kde koeficienty ay, by jsou urceny jako

27

ar = %/f(t)cosktdt (68)
027r

by = % / f(t)sin kt dt. (69)
0

Toto snadno rozsitime pro funkci s libovolnou periodou p:
ft) = 204 Z (ak cos (—ﬂkt) + by, sin <—7Tk;t>)
2 4 p p

ar = ]goo/f(t) Ccos (%Tkt) dt (71)

b = 2 / F(#)sin (%ﬁkt) dr. (72)

p
0

—~

70)
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Diky skute¢nosti, ze Fourierova fada konverguje stejnomérné (viz napf. [6]),
muzeme zaménit poradi diferintegrovani a sumace. Weylovy diferintegraly
zde se vyskytujicich elementarnich fuknei jsou uvedeny v podsekci 2.7 na str.
10. Pfimym diferintegrovanim tedy ziskavame

. DYf(t) = i(pk)q (ax cos (pht + %) + by sin (phkt + %)) . (73)

kde p = Z*. Tento vzorec plati pro libovolné ¢ € R pouze v pifpadé ag = 0.
Pokud tomu tak neni, je platnost omezena pouze na g > 0, nebot’ Weyluv
integral konstatny nema kone¢nou hodnotu.

RNV
VAN

Obrézek ¢. 6: Pilovita funkce a jeji derivace. Ctvrtinové, pultd a tiictvrtinové derivace byly
generovany metodou diferintegrovani Fourierovych tad. Je dobie vidét, jak s rostoucim
fadem roste i nepfesnost metody.

Cely problém se redukuje na stanoveni koeficientu a a by, které blize
rozebiram v dalsi ¢asti této prace. Presnost této metody zavisi zejména na
tom, jak dobrfe lze funkci popsanou vstupnimi daty aproximovat Fourierovou
fadou, a také na fadu g — s rostoucim radem roste koeficient k¢ u clenu rady,
takze maji ve vysledné sumé veétsi podil ¢leny s vyssim k, jejichz vypocet je
vSak neptesnéjsi, tudiz je i vysledek vypoctu nepresnéjsi.
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4 Ukazkové programy

Abych ilustroval aplikaci numerickych metod pro diferintegrovani, které
jsou popsany v predchozi ¢asti prace, naprogramoval jsem nékolik ukazkovych
programii, které tyto postupy vyuzivaji. Vsechny zdrojové kédy jsou napsany
v jazyce Object Pascal a lze je nalézt na CD prilozeném k préaci. Zdrojové
kédy jsou okomentované a mohou slouzit jako inspirace, popt. piimo byt
zkopirovany v jinych aplikacich. Pro lepsi pochopeni samoziejmé doporucuji
do nich nahlédnout.

Ukolem téchto programiu je numericky stanovit diferintegral ve vsech
zadanych bodech (zpravidla kromé prvniho). Vstupni data jsou vzdy ulozena
v souboru input.txt a jsou formatovana tak, ze na kazdém tadku jsou uve-
dena dveé ¢isla, oddélend od sebe mezerou. Tato dvojice urcuje jeden bod [t, y]
diferintegrované funkce. Je nutné, aby byla data sefazena vzestupné podle
t-ové hodnoty. Stejné je formatovan i soubor s vystupnimi daty, output.txt.

4.1 Jednotka FracCalcUrtils
Paterni jednotka vSech ukazkovych programu. Jeji obsah je nasledujici:

e Definice datovych typu TData a TVector, které slouzi pro manipulaci
se zpracovavanymi daty

Metodu LoadDataFromFile, kterd nacte data ze souboru ve vyse uve-
deném formatu do proménné typu TData

Funkci gama, jejiz vypocet je zalozen na Lanczosové aproximaci

Metody pro numerické derivovani a integrovani.

Vypocet derivace probihda jednoduse podle vztahu (66). Integrovani probi-
hé pomoci interpolace Lagrangeovymi polynomy tretiho nebo druhého stup-
né, jejichz vypocet zde blize rozvedu.

Pfi interpolaci kubickym plynomem ve tvaru at® 4 bt? + ct + d piedpoklé-
ddme, ze mame zadané soucadnice ¢tyt bodu [to, yol, [t1, v1], [t2, Yo), [t3, ys]-
Vypocitame nasledujici koeficienty:

P Yo

© T (to—ti)(to — ta)(to — t3)
- Y1

L (b —to)(t — t) (b — L)
vy — Y2

L (ta—to)(t2— t1)(ta — ta)
vy = Y3

(ts —to)(ts — t1)(ts — t2)’
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které ponechame pro zrychleni vypoctu v paméti, protoze jsou vicekrat potte-
ba pro uréeni samotnych koeficientu interpola¢niho polynomu:

Vo + U1 + U2 + U3
b = —[vo(ts +t2+1t3) +vi(to+ta +1t3) +
+ va(to + t1 + t3) + vs(to + t1 + t2)]
¢ = vo(tity + tits + tats) + vi(tote + tots + tots) +
+ vo(toty + tots + tits) + vs(tots + tota + t1ta)
d = —(votitats + vitotats + vatotits + vstotits)

Jakmile zname potiebné koeficienty, zinte%rujeme mezi prostfednimi dvéma
body pomoci vzorce [%t‘l + %t?’ + §t2 + dt] tj. Tento postup je implementovan
v proceduie Lgrintegral.

Velmi podobné funguje i kvadratickd interpolace ve tvaru at®+bt +c. Zde
se koeficienty ur¢i pomoci vypoctu

v — Yo
0 =
(to — t1)(to — t2)
P Y1
, =
(t1 — to)(t1 — t2)
- Y2
y =
(to —to)(t2 — t1)
= + v + VU9
b = —[’Ug(tl +t2)+’U1(to+t2)+1}2(to+t1)}

c = Uotth + UltOtQ + Ugtotl.

Tato interpolace nachazi vyuziti hlavné v piipadech, kdy neméame dostatek
bodu pro pouziti jinych metod — typicky tedy pfi derivovani okrajovych bodu
a integrovani s okrajovym bodem jako jednou mezi. Je pouzita ve funkcich
LgrBeginintegral, LgrEndIntegral, LgrBeginDerivative a LgrEndDerivative.

4.2 GL1

Tento velmi jednoduchy program vyuziva pro diferintegrovani meto-
du zalozenou na Griinwald-Letnikovové definici diferintegralu. Pro nejvyssi
zrychleni vypoctu sumy je pouzito zjednoduseni, zalozené na posloupnosti
(57).

4.3 GL 2

Od GL 1 se tento program lisi tim, ze pro lepsi vysledky uzivd metodu
odvozenou z upravené Griinwald-Letnikovovy definice. Koneény vypocet su-
my probihd stejné, nejprve je ale nutné interpolaci nalézt piiblizné funkéni
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hodnoty v pozadovanych bodech. Pro toto je pouzita Lagrangeova ¢tyrbodo-
vé interpolace (59). Ta probihd v praxi takto: vypoctou se koeficienty

4o Pp=Dp-2) g P -D@-2)
6 2
_ plp+1)(p—2) _p(p®—1)
C="" b=""%"

kde p = 1 — s podle diive uvedeného vyznamu (viz str. 14). Cyklem pro-
jdeme vSechna vstupni data a ukladdme nova data s hodnotou Ay; 1,s +
By s +CYiv14s+ Dyirors. Tato metoda nemuze fungovat pro nékteré krajni
body (nejsou vpravo i vlevo od nich dva body se zndmou hodnotou, které
tato interpolace vyzaduje), a tak jsou pro né vygenerovany jiné koeficienty
A, B, C, D (je jinak zvoleno p). Potom se témito nasobi hodnoty v okrajovych
(,prvnich“ nebo ,poslednich®) ¢tyfech bodech.

Jakmile je interpolace dokoncena, pouzivaji se pro dalsi vypocty pouze
tato nova data. Program déle pracuje stejné jako GL 1.

44 RL1

Tento program diferintegruje vstupni data metodou zalozenou na Rie-
mann-Liouvillové definici. Na zacatku program rozhodne, jestli bude na konci
potieba jesté derivovat nebo staci jen integrovat. Pak jsou postupné pro
kazdou horni mez diferintegrovani vygenerovany a ulozeny hodnoty celého
vyrazu za znakem diferintegralu. Tato data jsou néasledné integrovana za po-
moci interpolace Lagrangeovym polynomem (tj. metodami Lgrintegral, Lgr-
BeginIntegral a LgrEndIntegral z jednotky FracCalcUtils). Pokud uz neni tieba
derivovat, tyto integraly jsou pozadované hodnoty a tak se zapisuji ptimo do
vystupniho souboru. V opa¢ném piipadé se ukladaji pouze do paméti, kde
jsou poté podrobena opakované derivaci, dokud se nedosahne pozadovaného
radu diferintegralu. Tato data jsou pak vypsana do vystupniho souboru.

4.5 RL 2

Dalsi z programu, jejichz hlavni algoritmus je zaloZen na Riemann-Liou-
villové definici. V tomto ale probiha nejprve linearni interpolace vstupnich
dat a az potom probihd samotné diferintegrovani. Pro kazdy dil¢i interval
jsou urceny piislusné koeficienty této interpolace a ty jsou nésledné ulozeny
do paméti, aby se nemusely pocitat zvlast’ pro vSechny horni meze diferin-
tegrovani. Dalsi vypocty probihaji integrovanim na dil¢ich intervalech podle
vzorce (63). Po tomto program déle pracuje prakticky stejné jako RL 1.
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4.6 RL 3

Program pracujici skoro stejné jako jeho predchudce, RL 2. Jedinym
rozdilem je, Ze interpolace vstupnich dat neni linearni, nybrz kubicka. Diléi
intergrély jsou pak numericky stanoveny pomoci vzorce (65).

4.7 FS1

Tento program numericky stanovuje Weyluv diferintegral periodické funk-
ce pomoci vyjadieni Fourierovou fadou. Je omezen pouze na ekvidistantni
vstupni data. Hlavnim problémem je zde stanoveni koeficientu a;, a by, které
si nyni priblizime.

Predpokladejme vstupni data g, y1, . . ., yn, které popisuji jednu periodu
funkce (takze yo = yn) a tato perioda ma délku p. Potom jednoduchou
tpravou vzorcu z [4] ziskdvame

e (1)

=0

g N-1
b, = N ylsm( ktl)

=0

=]

Téchto koeficientu potfebujeme prave [%J, protoze tolik bude pouzito ¢lenu

fady. Hodnoty diferintegrali potom spocteme pomoci vzorce (73), kde v sumé
N

nahradime oo za L;J

4.8 FS 2

V tomto programu je pouzita jind metoda vypoctu Fourierovych koefi-
cientu, a to piimo podle jejich definic (71), (72). Tato metoda tak muze pra-
covat i pokud jsou vstupni data neekvidistantni. Vzhledem k ptedpokladu
periodicnosti funkce muzeme snadno urcit i body ,,pfed” a ,,za“ vstupnimi
daty (jednou periodou), a tak integrovani muze probihat vyhradné metodou
Lgrintegral.

Aby oba programy (FS 1 a FS 2) pracovaly analogicky k programum
vyuzivajicim GL a RL metody, diferintegral se poc¢ita pouze pro body z vstup-
nich dat a pro jediny zadany tad diferintegrovani. Jakmile ale jednou zname
prislusné koeficienty Fourierovy rady, muzeme vypocitat ptribliznou hodnotu
diferintegrélu v jakémkoliv bodé a pro jakykoliv (kladny) fad.

4.9 Jednotka TaylorU

Tato jednotka neni urcena k numerickému diferintegrovani, jsou v ni vsak
implementovéany funkce DerSin a DerExp, které podle vzorce (28) vypocitavaji
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diferintegral funkef sint a ef. Lze zadat libovolnou dolni a horni mez, fad
diferintegrovani i pocet clenu fady. Pro kladné rady nelze vypocitat hodnotu
v dolni mezi, je vyvolana vyjimka.

Jednotku TaylorU prikladam k praci proto, aby ¢tenai mohl pti pripadném
zkouseni prilozenych programu porovnavat jejich vysledky se skutecnymi
hodnotami diferintegralu goniometrickych a exponencialnich funkci.
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5 Zaveér

V préci jsem popsal zdklady teorie diferintegrovani a numerické metody
v této teorii aplikovatelné. Metody byly porovnéany a implementovany v jazy-
ce Object Pascal. Ctenaf prace tak muze pii pouziti numerickych metod ve
svych aplikacich piimo vyuzit pfilozenych zdrojovych kédu (mély by byt
snadno prenosné i do jinych programovacich jazyku). Prace lze vyuzit i jako
pouhé seznameni s teorii diferintegrovani, protoze ¢eska odbornéd verejnost
je s touto problematikou seznamena minimalné a cesky psané publikace na
toto téma neexistuji. Piipadnym zajemcum o tuto nesporné zajimavou teorii
doporucuji anglicky psané knihy [1] a [2], které o tématu pojedndvaji pomérné
srozumitelné.
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