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Septima A
Gymnázium, Brno-Řečkovice
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Abstrakt

Ćılem práce je popsat, vyzkoušet a srovnat r̊uzné metody pro nu-
merické diferintegrováńı, tj. derivováńı a integrováńı necelých řád̊u.
Toto vycháźı z teorie diferintegrováńı (fractional calculus). Popisované
numerické metody jsou koncipovány tak, že diferintegrovaná funkce je
zadána pouze jako soubor diskrétńıch bod̊u, s č́ımž se v praxi setkáme
často. V textu práce je rozebrána diferintegračńı metoda založená
na Grünwald-Letnikovově definici diferintegrálu, Riemann-Liouvillově
definici diferintegrálu a metoda výpočtu Weylova diferintegrálu po-
moćı diferintegrováńı Fourierových řad. Tyto metody byly v r̊uzných
variaćıch aplikovány v ukázkových programech v jazyce Object Pas-
cal. Okomentované zdrojové kódy ukázkových programů jsou k práci
přiloženy a mohou být dále využity v praxi.

Z test̊u plyne, že metoda založená na Grünwald-Letnikovově defini-
ci pracuje rychle a relativně přesně pro kladné i záporné řády diferin-
tegrováńı. Největš́ı chyba nastává pobĺıž dolńı meze diferintegrováńı,
která se projevuje hlavně pro diferintegrováńı kladného řádu. Výhodou
metody založené na Riemann-Liouvillově definici je, že oproti předcho-
źı zmı́něné může přij́ımat jako vstupńı data i neekvidistantńı body.
Přesná je hlavně pro záporné řády diferintegrováńı, nebot’ pro kladné
je třeba provádět opakované numerické derivováńı, které zp̊usobuje
chyby pobĺıž dolńı meze diferintegrováńı a konce vstupńıch dat. Po-
sledńı metoda, založená na diferintegrováńı Fourierových řad, má ome-
zenou přesnost podle toho, jak dobře lze vstupńı data vyjádřit Fouri-
erovou řadou. Při diferintegrováńı pak chyba vzr̊ustá s řádem diferin-
tegrováńı.
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1 Úvod 1
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1 Úvod

Asi v žádné vědě se nestřetáváme s abstrakćı a zobecněńım tak často,
jako v matematice. Vezměme např́ıklad komplexńı č́ısla. Ptáme-li se, kolik
je
√
−1, nenacháźıme v obvyklé aritmetice reálných č́ısel odpověd’, protože

zřejmě neexistuje žádné reálné č́ıslo, jehož druhá mocnina by byla záporná.
Můžeme ovšem předpokládat, že existuje č́ıselný obor, ve kterém takovýto
výraz má smysl a ve kterém můžeme provádět stejné operace, jako v reálných
č́ıslech – což jsou komplexńı č́ısla. Daľśım takovým př́ıkladem mohou být
euklidovské prostory – vid́ıme-li, že analogická pravidla plat́ı pro geometrii
na př́ımce, v rovině i v prostoru, můžeme tato pravidla rozš́ı̌rit na jakýkoliv
vyšš́ı počet rozměr̊u. Pro popisováńı fraktál̊u byly dokonce zavedeny prostory,
které nemaj́ı celoč́ıselný počet rozměr̊u.

Mne osobně tato vlastnost matematiky vždy fascinovala. Jeden př́ıklad za
všechny: před několika lety jsem kombinaćı několika vzorc̊u z tabulek odvodil
vztah pro obsah pravidelného n-úhelńıka,

S =
1

2
n sin

(
360◦

n

)
· r2,

kde r je poloměr kružnice opsané n-úhelńıku. Následně jsem se bavil t́ım,
že jsem za n dosazoval hodnoty, pro které vzorec nemá v tomto významu
smysl, tj. 1, 2, 1

2
,−1 atd. a sledoval jsem, jakých hodnot obsah nabývá.2 Neńı

tedy divu, že mě teorie diferintegrováńı (v angl. originále fractional calculus),
která se zaob́ırá derivacemi a integrály necelých řád̊u, zaujala okamžitě poté,
co jsem na ni narazil.

Vzhledem k tomu, že se kromě matematiky intenzivně věnuji i programo-
váńı, rozhodl jsem se v této práci zaměřit na oblast, která tyto dvě dis-
cipĺıny spojuje, tj. numerické metody. Ačkoliv se může teorie diferintegrováńı
nezasvěcenému zdát jako matematická

”
hračka“, ve skutečnosti nacháźı své

využit́ı v praxi (např. pro popis děj̊u ve vodných roztoćıch, pro popis přenosu
tepla a v kvantové mechanice), a tak je požadavek stanovit numericky hod-
noty diferintegrál̊u oprávněný.

Práce je rozdělena do tř́ı hlavńıch část́ı – v prvńı je čtenář seznámen
se základy teorie diferintegrováńı, v druhé rozeb́ırám samotné numerické
metody a v posledńı jsou popsány ukázkové programy, které jsem napro-
gramoval, abych ilustroval funkčnost jednotlivých algoritmů pro diferinte-
grováńı.

2Mimo jiné jsem pomoćı tohoto ”odvodil“ vztah lim
n→∞

n sin π
n = π.
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2 Úvod do teorie diferintegrováńı

Ćılem této práce neńı podat čtenáři kompletńı soubor informaćı o diferin-
tegrováńı. Tato sekce tak prezentuje pouze základy této obsáhlé teorie, které
jsou nutné pro pochopeńı a zvládnut́ı jej́ıch aplikaćı v částech práce věnované
numerickým metodám a jejich implementaci. Složitá odvozeńı a d̊ukazy jsou
tak redukovány na minimum, popř. úplně vynechány.

2.1 Diferintegrálńı operátor

V teoretické sekci práce bude naš́ım úkolem rozš́ı̌rit klasický diferenciálńı
a integrálńı počet do nové úrovně, kde chyb́ı požadavek pro to, aby řád
derivace, resp. integrálu byl celoč́ıselný. Jinak řečeno, hledáme takový operá-
tor D, pro který bude pro libovolné n ∈ N platit:

aD
n
t f(t) =

dn

dtn
f(t)

aD
−n
t f(t) =

t∫
a

t1∫
a

t2∫
a

. . .

tn−1∫
a︸ ︷︷ ︸

n

f(tn) dtn . . . dt1 dt

aD
0
t f(t) = f(t)

a zároveň má platit, že pro pevně zvolené t se hodnota výrazu aD
q
tf(t) měńı

spojitě v závislosti na proměnné q ∈ R.
Pro operátor D použijeme označeńı diferintegrálńı operátor (zahrnuje

v sobě jak derivováńı, tak integrováńı), zkráceně diferintegrál. Jeho horńı
index budeme nazývat řád diferintegrálu, popř. řád diferintegrováńı. Dolńı
indexy u operátoru znač́ı meze diferintegrováńı (t > a), tedy interval, na
kterém diferintegrujeme – pro celoč́ıselné integrováńı je jejich význam zřejmý
a jsou nutné pro všechny řády diferintegrováńı kromě přirozených a nuly
(obyčejná derivace má pouze lokálńı charakter, což ovšem neplat́ı pro necelo-
č́ıselné). V této práci budu obvykle značit řád diferintegrálu q, dolńı mez a a
horńı t, což je zároveň také nezávislá proměnná funkce. Pojmem diferintegrál
také označuji celý výraz aD

q
tf(t).

Výrazy, kde je q > 0, budeme nazývat analogicky s vžitou nomenklaturou
derivace, tedy např́ıklad prvńı derivace, p̊ultá derivace, čtyřpětinová derivace
atd. Stejně tak pro př́ıpad q < 0 zvoĺıme pojmenováńı integrál. Pokud neńı
zřejmé, zda je q kladné či záporné, uchýĺıme se k obecnému pojmu diferin-
tegrál.
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2.2 Funkce gama a beta

Ještě než se pust́ıme do definováńı diferintegrálu, je třeba se seznámit
s funkćı, která má v teorii diferintegrováńı rozsáhlé využit́ı. Tou je funkce
gama (také nazývána Eulerova funkce druhého druhu), která je definována
následovně:

Γ(t) = lim
n→∞

n! nt

t(t + 1)(t + 2) · · · (t + n)
. (1)

Zřejmě D(Γ) = R \ {0;−1;−2; . . . }, protože pro nulu a záporná celá č́ısla
je vždy jeden z činitel̊u součinu ve jmenovateli nulový. Často se setkáváme
s jiným definičńım vztahem, který je však omezen jen na t > 0:

Γ(t) =

∞∫
0

τ t−1e−τdτ . (2)

Nejvýznaměǰśım vztah pro funkci gama je indentita3

Γ(t + 1) = t · Γ(t). (3)

Srovnáme-li (3) s rekurzivńı definićı faktoriálu,

0! = 1, n! = n · (n− 1)!

docháźıme k závěru

Γ(n + 1) = n! (4)

platnému pro n ∈ N∪{0}. Můžeme tedy tvrdit, že funkce gama je svým
zp̊usobem rozš́ı̌reńım faktoriálu i na jiná č́ısla než přirozená. Poměrně výz-
namnou je funkčńı hodnota v 1

2
, která je rovna Γ(1

2
) =

√
π, odkud pomoćı

(3) dostaneme funkčńı hodnoty pro jakékoliv n + 1
2
, n ∈ Z.

S funkćı gama je úzce svázána funkce beta (Euler̊uv integrál prvńıho
druhu), definovaná vztahem

B(t, u) =

1∫
0

τ t−1(1− τ)u−1dτ . (5)

Uvedený integrál konverguje pro t > 0, u > 0 a lze převést na výraz

B(t, u) =
Γ(t)Γ(u)

Γ(t + u)
. (6)

Vı́ce o funkćıch gama a beta v [3] a zejména v [4].

3Lze snadno ukázat integrováńım per partes:

Γ(t + 1) =
∞∫
0

τ te−τdτ = [−e−ττ t]∞0 + t
∞∫
0

τ t−1e−τdτ = t · Γ(t)

3



2.3 Grünwald-Letnikovova definice diferintegrálu

Aby diferintegrál splňoval nároky uvedené v sekci 2.1, je logické, že jeho
odvozeńı začneme z konvenčńıch definic. Připomeňme klasickou definici deri-
vace spojité funkce f(t):

f ′(t) = lim
h→0

f(t)− f(t− h)

h
. (7)

Dosazeńım tohoto vztahu
”
do sebe sama“ dostaneme druhou derivaci, tedy

f ′′(t) = lim
h→0

f ′(t)− f ′(t− h)

h

= lim
h1→0

lim
h2→0

f(t)−f(t−h1)
h1

− f(t−h2)−f(t−h1−h2)
h1

h2

Protože h1 → 0 i h2 → 0, můžeme předpokládat h1 = h2, č́ımž se předchoźı
vzorec zjednoduši na

f ′′(t) = lim
h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
(8)

Zcela analogicky ještě nalezneme takovýto vzorec pro třet́ı derivaci:

f ′′′(t) = lim
h→0

f(t)− 3f(t− h) + 3f(t− 2h)− f(t− 3h)

h3
(9)

Ze (7), (8) a (9) vid́ıme, že každé daľśı derivováńı přidává daľśı funkčńı
hodnotu a koeficienty u těchto se jev́ı jako kombinačńı č́ısla se stř́ıdaj́ıćım se
znaménkem. Dı́ky tomuto poznatku můžeme obecný vztah4 pro n ∈ N:

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
f(t− kh) (10)

Nyńı přejdeme k integrál̊um. Výchoźım bodem pro nás bude obvyklá
Cauchy-Riemannova definice:

t∫
a

f(t1) dt1 = lim
N→∞

h

N−1∑
k=0

f(t− kh), h =
t− a

N
. (11)

Opětovným integrováńım źıskáváme (nadále za předpokladu h = t−a
N

)

t∫
a

t1∫
a

f(t2) dt2dt1 = lim
N→∞

h2

N−1∑
k=0

(k + 1)f(t− kh). (12)

4Korektńı d̊ukaz lze provést úplnou indukćı.
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Pro źıskáńı lepš́ı představy o obecném vztahu ještě jednou zintegrujeme:

t∫
a

t1∫
a

t2∫
a

f(t3) dt3dt2dt1 = lim
N→∞

h3

N−1∑
k=0

(k + 1)(k + 2)

2
f(t− kh). (13)

Z výše uvedených vztah̊u již lze odhadnout požadovaný obecný vzorec ve
tvaru

t∫
a

t1∫
a

t2∫
a

. . .

tn−1∫
a

f(tn) dtn . . . dt1 dt = lim
N→∞

hn

N−1∑
k=0

(
k + n− 1

k

)
f(t− kh). (14)

Zřejmě h → 0, když N →∞. Všimneme si zaj́ımavé věci – uprav́ıme-li vztah
(10) tak, aby se podobal (14), tj.

f (n)(t) = lim
N→∞

1

hn

N−1∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
f(t− kh)

a aplikujeme i zde předpoklad h = t−a
N

, výsledek sumace se nezměńı, protože
stále plat́ı h → 0 a pro všechna k > n nutně

(
n
k

)
= 0 (předpokládáme

přirozené n). Vezmeme-li ještě v úvahu kombinatorickou identitu

(−1)k

(
n

k

)
=

(
k − n− 1

k

)
,

dokážeme již za použit́ı diferitegrálńıho operátoru stanovit vzorec zahrnuj́ıćı
jak (10), tak (14):

aD
n
t f(t) = lim

N→∞
h−n

N−1∑
k=0

(
k − n− 1

k

)
f(t− kh) (15)

Tento vzorec má zřejmě smysl i pro necelé n. Po nahrazeńı n za q ∈ R a
dosazeńı za h dostáváme Grünwald-Letnikovovu definici diferintegrálu

aD
q
tf(t) = lim

N→∞

(
N

t− a

)q N−1∑
k=0

(
k − q − 1

k

)
f

(
t− k

(
t− a

N

))
. (16)

Protože pro q /∈ N (i když q > 0) dostáváme nekonečný počet sč́ıtanc̊u, je
nutné specifikovat konstatnu a, která znač́ı dolńı mez diferintegrováńı.

V [1] je představen ještě mı́rně poupravený definičńı vztah, jehož účelem
je zlepšit konvergenčńı vlastnosti:

aD
q
tf(t) = lim

N→∞

(
N

t− a

)q N−1∑
k=0

(
k − q − 1

k

)
f

(
t−
(
k − q

2

)(t− a

N

))
. (17)

Tohoto vzorce později využijeme při numerickém diferintegrováńı pro jeho
lepš́ı vlastnosti.
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2.4 Riemann-Liouvillova definice diferintegrálu

Odvozeńı této definice bude o poznáńı snažš́ı. Vyjdeme zde z Cauchyho
integrálńıho vzorce

t∫
a

t1∫
a

t2∫
a

. . .

tn−1∫
a

f(tn) dtn . . . dt1 dt =
1

(n− 1)!

t∫
a

f(τ)(t− τ)n−1dτ (18)

Podle (4) stač́ı nahradit faktoriál za jeho ekvivalent v podobě funkce gama
a dostáváme

aD
q
tf(t) =

1

Γ(−q)

t∫
a

f(τ)

(t− τ)q+1
dτ, (19)

což je vztah platný pro q < 0 (pro ostatńı integrál nutně diverguje). Rozš́ı̌reńı
na kladná q provedeme přidáńım opakovaného derivováńı, tj.

aD
q
tf(t) =

dn

dtn
1

Γ(n− q)

t∫
a

f(τ)

(t− τ)q−n+1
dτ (20)

kde voĺıme n tak, aby q − n < 0. Jinou možnost́ı je vzorec odvozený inte-
grováńım per partes

aD
q
tf(t) =

1

Γ(n− q)

t∫
a

f (n)(τ)

(t− τ)q−n+1
dτ +

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−q−n

Γ(k − q − n + 1)
, (21)

přičemž n voĺıme stejně jako v předchoźım př́ıpadě. Vztahy (19) a (20), popř.
(21) společně dávaj́ı Riemann-Liouvillovu definici diferintegrálu.

Riemann-Liouvillova definice je identická s Grünwald-Letnikovovou d́ıky
faktu, že ve vzorci (14) je levá strana totožná s levou stranou v (18). Z uve-
dené definice vyplývá, že aby byla funkce f(t) diferintegrovatelná (s dolńı
meźı a), muśı splňovat podmı́nku

lim
t→a

(t− a)f(t) = 0 (22)

a muśı být definována na intervalu (a; t〉.

2.5 Diferintegrál funkce (t− a)ϑ

Pro některé daľśı úvahy bude užitečné znát diferintegrál mocninné funkce,
pod č́ımž zde rozumı́me (t − a)ϑ. Aby byla takováto funkce diferintegrova-
telná, muśı splňovat podmı́nku (22), tj. ϑ > −1. Tento stanov́ıme užit́ım
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Riemann-Liouvillovy definice (19), nejprve jen pro q < 0:

aD
q
t (t− a)ϑ =

1

Γ(−q)

t∫
a

(τ − a)ϑ

(t− τ)q+1
dτ

=
1

Γ(−q)
(t− a)ϑ−q

1∫
0

ξϑ(1− ξ)−q−1dξ

=
1

Γ(−q)
(t− a)ϑ−q B(−q, ϑ + 1)

=
Γ(ϑ + 1)

Γ(ϑ− q + 1)
(t− a)ϑ−q, (23)

kde byla v druhém kroku použita substituce τ = a + ξ(t− a) a v posledńım
vztah mezi beta a gama funkćı (6).

Tento vztah jsme ale odvodili pouze pro integrály. S ohledem na rozš́ı̌re-
nou definici (20) však můžeme snadno jeho platnost rozš́ı̌rit na libovolné
q ∈ R. Za povšimnut́ı ještě stoj́ı, že volbou řádu diferintegrálu n ∈ N a
exponentu mocninné funkce m ∈ N dostáváme vztah známý z konvenčńıho
diferenciálńıho počtu, tj.

dn

dtn
(t− a)m =

m!

(m− n)!
(t− a)m−n, m ≥ n. (24)

2.6 Vlastnosti diferintegrálu

Linearita

Plat́ı

aD
q
t (C · f(t)) = C · aD

q
tf(t) (25)

aD
q
t (f(t) + g(t)) = aD

q
tf(t) + aD

q
tg(t) (26)

Tato vlastnost plyne př́ımo z Grünwald-Letnikovovy i Riemann-Liouvillovy
definice, nebot’ při sumaci, klasickém integrováńı i klasickém derivováńı se
lineratita rovněž zachovává.

Diferintegrováńı nekonečných řad

Z výše uvedených vztah̊u zřejmě plyne, že můžeme diferintegrovat jakou-
koliv konečnou řadu po jednotlivých členech. Totéž můžeme provést i s neko-
nečnou řadou, pokud splňuje podmı́nku, která je na ni kladena i při obyčej-
ném derivováńı a integrováńı, tj. muśı konvergovat stejnoměrně. Při splněńı
tohoto tedy plat́ı rovnost

aD
q
t

(
∞∑

n=1

fn(t)

)
=

∞∑
n=1

aD
q
tfn(t). (27)
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Dı́ky skutečnosti, že mocninná řada konverguje stejnoměrně, můžeme

diferintegrovat Taylorovu řadu ve tvaru
∑∞

k=0
f (k)(a)(t−a)k

k!
po jej́ıch jednotli-

vých členech. Využit́ım známého diferintegrálu mocninné funkce (23) źıskáme
daľśı možnou definici diferintegrálu (omezenou ovšem pouze na analytické
funkce)

aD
q
tf(t) =

∞∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−q

Γ(k − q + 1)
. (28)

Rozš́ı̌rené Leibnizovo pravidlo

Leibnizovo pravidlo, které udává vztah pro n-tou derivaci součinu funkćı,
lze pomoćı integrováńı per partes rozš́ı̌rit i pro n-násobný integrál součinu.
Odtud již vede jen krok k obecněǰśımu vzroci diferintegrálu součinu, který je
ve tvaru

aD
q
t (f(t)g(t)) =

∞∑
k=0

((
q

k

)
aD

k
t f(t) · aD

q−k
t g(t)

)
. (29)

Změna měř́ıtka

Změnou měř́ıtka je zde myšlena náhrada f(t) za f(kt), k ∈ R. Pro obec-
nou dolńı mez a je úprava diferintegrálu takovéto upravené funkce algebraicky
velmi náročná, proto se omeźıme pouze na dolńı mez nulovou. V takovém
př́ıpadě plat́ı5

0D
q
tf(kt) = kq

0D
q
ktf(kt), (30)

což plně koresponduje s klasickými pravidly pro derivováńı a integrováńı.

Pr̊uběh pobĺıž dolńı meze

Připust’mě, že funkce f(t) je analytická alespoň v nějakém malém (pra-
vém) okoĺı své dolńı meze. Potom j́ı v tomto okoĺı můžeme vyjádřit Tay-
lorovou řadou, ze které źıskáme vztah pro diferintegrál (28). Odtud źıskáváme
pravidlo pro hodnotu v dolńı mezi,

aD
q
af(t) =


0 pro q < 0

f(a) pro q = 0

∞ pro q > 0,

(31)

5Podle (19) plat́ı pro q < 0

0D
q
tf(kt) = 1

Γ(−q)

t∫
0

f(kτ)(t− τ)−q−1dτ = 1
Γ(−q)

s∫
0

f(σ)
(

s
k −

σ
k

)−q−1
k−1dσ = kq

0D
q
ktf(kt)

zavedeńım kt = s, kτ = σ. Odtud pomoćı (20) rozš́ı̌ŕıme na všechna q ∈ R.
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přičemž nekonečné hodnoty pro q > 0 nabývá derivace samozřejmě jen tehdy,
pokud neńı q celé č́ıslo a pokud neplat́ı f(a) = f ′(a) = . . . f (n−1)(a) = 0, kde
n = dqe.6

Nyńı mějme, že f(t) nemá v dolńı mezi a konečnou hodnotu, ale je difer-
integrovatelná. Potom lze vyjádřit jako f(t) = (t− a)pg(t), p ∈ (−1; 0). Při-
pust’me opět, že g(t) lze vyjádřit Taylorovou řadou. Pak je možné vyjádřit
diferintegrál funkce f(t) jako

aD
q
tf(t) =

∞∑
k=0

g(k)(a)

k!

Γ(p + k + 1)

Γ(p + k − q + 1)
(t− a)p+k−q. (32)

Odtud daľśı máme vztah pro hodnotu v dolńı mezi,

aD
q
af(t) =


0 pro q < p

Γ(p + 1)g(a) pro q = p

∞ pro q > p.

(33)

Vid́ıme, že kromě výjimečných př́ıpad̊u má diferintefrál funkce v dolńı mezi
bud’ nulovou hodnotu, nebo zde (limitně) nabývá nekonečné hodnoty.

Skládáńı diferintegrál̊u

Již několikrát bylo v této práci s úspěchem použito pravidlo pro skládáńı
diferintegrálu s klasickou derivaćı, tj.

dn

dtn
aD

q
tf(t) = aD

q+n
t f(t), (34)

n ∈ N. Prohod́ıme-li pořad́ı, neboli pokud diferintegrujeme funkci f (n)(t),
dostáváme složitěǰśı výsledek plynoućı z (21)

aD
q
tf

(n)(t) = aD
q+n
t f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−q−n

Γ(k − q − n + 1)
, (35)

platný za předpokladu, že f (n)(t) splňuje podmı́nku (22).
Podobné chováńı můžeme očekávat v př́ıpadě dvou operátor̊u D. Úvahu

nad úpravou výrazu aD
q
t (aD

r
tf(t)) rozděĺıme na dva př́ıpady podle znaménka

řádu r.

1. r ≤ 0
V takovém př́ıpadě se jedná o diferintegrováńı integrálu, který lze vyjádřit
jednodušš́ı Riemann-Liouvillovou definićı (19). Aplikaćı rozš́ı̌rené definice
(20) na toto źıskáváme pravidlo

aD
q
t (aD

r
tf(t)) = aD

q+r
t f(t). (36)

6dxe zde znač́ı zaokrouhleńı na celé č́ıslo směrem k ∞, tedy např. d1,9e = 2,
d−1,8e = −1
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2. r > 0
Podle (21) źıskáváme

aD
r
tf(t) = aD

r−n
t f (n)(t) +

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−r

Γ(k − r + 1)
, (37)

kde voĺıme n = dre. V takovém př́ıpadě je nutně diferintegrál na pravé
straně integrálem, můžeme tedy na něj použ́ıt pravidlo (36). Suma na
pravé straně ovšem obsahuje mocninné funkce, jejichž exponent je menš́ı
než −1 – tyto nesplňuj́ı podmı́nku (22), t́ım pádem nemůžeme aD

r
tf(t)

dále diferintegrovat.
Za určitých podmı́nek však tyto členy sumy zmiźı a tak je diferinte-

grováńı dovoleno. Zaprvé je to v př́ıpadě r ∈ N (odkud plyne n = r), č́ımž
se (37) změńı na (35). Dále toto nastane, pokud f(a) = f ′(a) = · · · =
f (n−2)(a) = 0. Potom ze sumy z̊ustane jen posledńı člen, jehož exponent
je větš́ı než −1. Ten pak snadno diferintegrujeme jako mocninnou funkci.
Potom plat́ı

aD
q
t (aD

r
tf(t)) = aD

q
t

(
aD

r−n
t f (n)(t) +

f (n−1)(a)(t− a)n−r−1

Γ(n− r)

)
= aD

q+r−n
t f(t) +

f (n−1)(a)(t− a)n−q−r−1

Γ(n− q − r)

= aD
q+r
t f(t), (38)

kde jsme využili toho, že f(t) má v a derivace nulové až po n− 2-tý řád.
Muśıme ovšem mı́t na paměti, že úpravu (37) jsme mohli provést pouze

za podmı́nky, že f (n)(t) je diferintegrovatelná. Mohou nastat př́ıpady, kdy
f (n)(t) diferintegrovatelná neńı, diferintegrál aD

r
tf(t) ale je (např. pokud

f(t) = t
4
5 , a = 0, r = 6

5
⇒ n = 2). V takovém př́ıpadě nelze pravidlo pro

skládáńı diferintegrál̊u nijak jednoduše vyjádřit.

2.7 Weyl̊uv diferintegrál

Speciálńım druhem diferintegrálu je tzv. Weyl̊uv diferintegrál, pro nějž
je charakteristická volba dolńı meze a = −∞. Takovýto diferintegrál je defi-
nován jen pro málo funkćı, zejména však pro konstantńı a exponenciálńı:

−∞Dq
tC = 0 (39)

−∞Dq
te

kt = kqekt (40)

Využit́ım Eulerových vzorc̊u můžeme z tohoto źıskat diferintegrál i gonio-
metrických funkćı,

−∞Dq
t sin t = sin

(
t +

qπ

2

)
(41)

−∞Dq
t cos t = cos

(
t +

qπ

2

)
(42)
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2.8 Laplaceova transformace diferintegrálu

Laplaceova transformace (zde značena operátorem L) je definovaná vzta-
hy7

L{f(t)} =

∞∫
0

f(t)e−ptdt (43)

L−1{F (p)} =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

F (p)eptdp (44)

Obrazy obyčejných derivaćı a integrál̊u jsou dány těmito vzorci:

L{f (n)(t)} = pnL{f(t)} −
n−1∑
k=0

pn−k−1f (k)(0) (45)

L


t∫

0

t1∫
0

t2∫
0

. . .

tn−1∫
0

f(tn) dtn . . . dt1 dt

 =
L{f(t)}

pn
. (46)

Vzorce pro tyto obrazy lze sjednotit do jednoho, obsahuj́ıćıho diferintegrál:

L {0D
n
t f(t)} = pnL{f(t)} −

n−1∑
k=0

pkf (n−k−1)(0). (47)

Tento plat́ı, protože pro n ≤ 0 je sumace prázdná. Na libovolné q ∈ R
rozš́ı̌ŕıme velmi jednoduše:

L {0D
q
tf(t)} = pqL{f(t)} −

n−1∑
k=0

pk
0D

q−k−1
0 f(t) (48)

kde n ∈ Z voĺıme tak, aby q ∈ (n − 1; n〉. Tohoto výsledku se lze do-
brat, pokud bereme Riemann-Liouvill̊uv definičńı integrál (19) jako kon-
voluci diferintegrované funkce s mocninnou funkćı a dále postupujeme podle
pravidla pro obraz konvoluce v Laplaceově transformaci. Je nutné upozor-
nit, že v sumě se vyskytuj́ı diferintegrály s oběma mezemi nulovými, které
mohou nabývat nekonečných hodnot – potom Laplace̊uv obraz diferintegrálu
neexistuje.

Pokud uvažujeme pouze q < 0 (v takovém př́ıpadě suma
”
zmiźı“) a

dosad́ıme-li źıskaný výraz jako obraz do zpětné Laplaceovy transformace,
źıskáme jednu možnou definici diferintegrálu, tj.

0D
q
tf(t) = L−1{pqL{f(t)}} . (49)

7V kontextu integrálńıch transformaćı je předmět zpravidla značen malým ṕısmenem
a jeho obraz př́ıslušným velkým, tedy např. F (p) = L{f(t)}.
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Tato definice je ovšem př́ılǐs komplikovaná pro rozumné využit́ı a hlavně je
omezená pouze na funkce, pro které existuje obraz v Laplaceově transformaci
(což nesplňuje např. et2).

Poznamenejme ještě, že Laplaceova transformace nacháźı v tomto kon-
textu využit́ı zvlástě při řešeńı rovnic s derivacemi a integrály necelých řád̊u.

2.9 Fourierova transformace diferintegrálu

Fourierovu transformaci, kterou zde označ́ıme operátorem F, definuj́ı
vztahy

F{f(t)} =

∞∫
−∞

f(t)e−iωtdt (50)

F−1{F (ω)} =
1

2π

∞∫
−∞

F (ω)eiωtdt (51)

Protože je ve Fourierově transformaci obraz integrálu složitěǰśı a obsahuje
Diracovu funkci δ(ω), omeźıme se zde pouze na obraz derivace:

F{f (n)(t)} = (iω)nF{f(t)} (52)

Analogicky jako u Laplaceovy transformace, i zde lze použit́ım pravidla pro
obraz konvoluce odvodit obecný vzorec pro obraz diferintegrálu, v tomto
př́ıpadě ovšem Weylova a pouze pro q > 0:

F{−∞Dq
tf(t)} = (iω)qF{f(t)} (53)

Opět bychom mohli použ́ıt tuto transformaci pro definováńı Weylova
diferintegrálu, ovšem nároky na předmět Fourierovy transformace (zejména
podmı́nka, že

∫∞
−∞ |f(t)|dt muśı mı́t konečnou hodnotu) jsou tak velké, že je

takřka zbytečné něco takového uvažovat.
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3 Numerické diferintegrováńı

Tato část práce si klade za ćıl prezentovat numerické metody, jejichž účel
je vypoč́ıtat hodnotu diferintegrálu. Budeme předpokládat, že funkci, kterou
chceme diferintegrovat, neznáme v celém intervalu stanoveném mezemi difer-
integrálu, ale pouze v několika diskrétńıch bodech. Při odvozováńı metod
budeme vycházet z definic uvedených v teoretické části práce.

3.1 Metoda založená na Grünwald-Letnikovově definici

Pro zjednodušeńı budeme uvažovat a = 0. V takovém př́ıpadě se Grün-
wald-Letnikovova definice (16) diferintegrálu zjednoduš́ı na

0D
q
tf(t) = lim

N→∞

(
N

t

)q N−1∑
k=0

(
k − q − 1

k

)
f

(
t− k

t

N

)
(54)

Z této definice odvod́ıme přibližný vztah zcela jednoduše odstraněńım poža-
davku N →∞, tedy

0D
q
tf(t) ≈ h−q

N−1∑
k=0

(
k − q − 1

k

)
f(t− kh) (55)

kde jsme nav́ıc zaměnili h = t
N

. Význam konstanty h je zde zřejmý –
je to rozestup mezi zadanými body, které diferintegrujeme. Dosazováńım
zadaných funkčńıch hodnot za f(t−kh) tedy dostaneme přibližnou hodnotu
diferintegrálu.

Zjedodušeńı výpočtu této sumy lze provést užit́ım zřejmého vztahu(
k − q − 1

k

)
=

k − q − 1

k

(
k − q − 2

k − 1

)
(56)

Pomoćı něhož lze určit koeficient u funkčńı hodnoty z předchoźıho pouhým
násobeńım. Ještě větš́ı zjedodušeńı je v podobě posloupnosti {rk}N−1

k=0 , kterou
definujeme takto:

r0 = f(h)

rk =
N − q − k − 1

N − k
rk−1 + f((k + 1)h) (57)

Pro posledńı člen této posloupnosti plat́ı

rN−1 =
N−1∑
k=0

(
k − q − 1

k

)
f(t− kh) (58)

Algoritmus založený na postupném poč́ıtáńı člen̊u této posloupnosti potře-
buje pro výpočet následuj́ıćıho členu pouze jedno násobeńı a jedno sečteńı.
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Obrázek č. 1: Znázorněńı rozd́ılu mezi numerickou metodou výpočtu vycházej́ıćı z ori-
ginálńı Grünwald-Letnikovovy definice (GL 1) a z jej́ı upravené verze (GL 2). Diferinte-
grovanou funkćı je sin t a řád diferintegrováńı je 1

2 . Křivky jsou skoro totožné, ale vzájemně
posunuté.

Nyńı se zaměř́ıme na modifikovanou definici (17), jej́ımž účelem je urych-
lit konvergenci k výsledné hodnotě diferintegrálu. Metoda založená na této
upravené definici však vyžaduje funkčńı hodnoty f(t+ q

2
h− kh), které expli-

citně známe pouze v př́ıpadě, když q je sudé celé č́ıslo. V ostatńıch př́ıpadech
je třeba funkci interpolovat. Protože jsou vstupńı hodnoty ekvidistantńı,
můžeme použ́ıt metody odvozené z Lagrangeových polynomů, konkrétně
čtyřbodovou interpolaci, danou vztahem

f(t0 + ph) ≈− p(p− 1)(p− 2)

6
f(t0 − h) +

(p2 − 1)(p− 2)

2
f(t0)−

− p(p + 1)(p− 2)

2
f(t0 + h) +

p(p2 − 1)

6
f(t0 + 2h),

(59)

Nejlepš́ı výsledky tato interpolace dosahuje pro p ∈ 〈0; 1〉. Chceme-li tohoto
dosáhnout, nejprve zjist́ıme,

”
o kolik h“ jsou požadované funkčńı hodnoty

posunuty. Toto posunut́ı označ́ıme s a je rovno
⌊

q
2

⌋
.8 Potom dosad́ıme p =

q
2
−s a t0 = kh+sh a zřejmě plat́ı f(kh+ q

2
) = f(t0+ph). Tato interpolace však

nejde použ́ıt pro některé krajńı zadané body, protože pro výpočet vyžaduje
hodnoty sousedńıch bod̊u. Pro tyto body muśıme pro odhad jejich hodnot
použ́ıt jinou aproximaci (jinou volbu t0 a p).

8bxc zde znač́ı zaokrouhleńı na celé č́ıslo směrem k −∞, tedy např. b1,9c = 1,
b−1,2c = −2
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Protože upravený definičńı vztah, ze kterého při odvozeńı tohoto algo-
ritmu vycháźıme, vyžaduje pouze jiné funkčńı hodnoty, můžeme jeho výpočet
také převést na úsporný cyklus pomoćı již zmı́něné posloupnosti.

Pro diferintegrováńı s libovolnou dolńı meźı a postupujeme tak, že souřad-
nice zadaných bod̊u posuneme o a, č́ımž źıskáme nulovou dolńı mez a při
výstupu provedeme posun zpátky. V praxi je ovšem takováto operace zbyteč-
ná, nebot’ diferintegruj́ıćı algoritmus explicitně nevyžaduje t-ové souřadnice
bod̊u, pouze rozestup mezi nimi.

3.2 Metoda založená na Riemann-Liouvillově definici

Nyńı se zaměř́ıme na druhou definici diferintegrálu, která je s Grünwald-
Letnikovovou identická. Opět budeme uvažovat zjednodušený př́ıpad a = 0.
Potom podle Riemann-Liouvillovy definice (19)

0D
q
tf(t) =

1

Γ(−q)

t∫
0

f(τ)

(t− τ)q+1
dτ (60)

pro q < 0. Uvedený integrál lze numericky určit mnoha metodami. Můžeme
je rozdělit na dvě skupiny podle toho, kdy se provád́ı interpolace – bud’ inter-
polujeme celý integrovaný výraz f(τ)(t− τ)−q−1, nebo nejprve interpolujeme
pouze funkci f(t) a výsledný integrál urč́ıme algebraicky.

Rozebereme nejprve prvńı př́ıpad, který je zřejměǰśı. Ze zadaných bod̊u
popisuj́ıćıch funkci f(t) vytvoř́ıme násobeńım body popisuj́ıćı funkci g(τ) =
f(τ)(t− τ)−q−1. Vše, co muśıme dále udělat, je tuto funkci numericky zinte-
grovat (určit

∫ t

0
g(τ)dτ). Pro toto existuje mnoho metod – primitivńı licho-

běžńıková metoda, Newton-Cotesovy vzorce (pokud jsou body popisuj́ıćı
f(t) ekvidistantńı) a daľśı. Všimněme si ale, že pokud q > −1, exponent
u dvojčlenu t − τ je stále záporný, tud́ıž integrál sice konverguje, ale je
nevlastńı. Určit hodnotu takového integrálu je prakticky nemožné, pokud
máme funkci zadanou pouze jako soubor diskrétńıch bod̊u. Z tohoto d̊uvodu
je tato metoda omezena pouze na q < −1.

V druhém př́ıpadě budeme vycházet z toho, že můžeme funkci f(t) na
určitém intervalu popsat nějakou interpolaćı a tu následně integrovat. Pro
zjednodušeńı algebraické interpolace uprav́ıme definičńı interval takto:

t∫
0

f(τ)

(t− τ)q+1
dτ =

t∫
0

f(t− τ)

τ q+1
dτ. (61)

Nyńı předpokládejme, že integrujeme na nějakém d́ılč́ım intervalu 〈t− t2; t−
t1〉, přičemž funkčńı hodnoty v t1 a t2 známe. Uvažujme lineárńı interpolaci
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f(t) ≈ at + b, účinnou pro t ∈ 〈t1; t2〉. Pro jednoduchost ještě substituujeme
r = −q − 1. Pak

t−t1∫
t−t2

f(t− τ)

τ q+1
dτ ≈

t−t1∫
t−t2

[a(t− τ) + b]τ rdτ. (62)

Integrál na levé straně můžeme velmi snadno zintegrovat, č́ımž dostáváme

t−t1∫
t−t2

[a(t− τ) + b]τ rdτ =

[
− a

r + 2
τ r+2 +

at + b

r + 1
τ r+1

]t−t1

t−t2

. (63)

Výsledný integrál je součet takovýchto d́ılč́ıch integrál̊u, tedy

t∫
0

f(τ)

(t− τ)q+1
dτ ≈

∑
⋃
〈t1; t2〉=〈0;t〉

[
−a(t1,t2)

r+2
τ r+2 + a(t1,t2)t+b(t1,t2)

r+1
τ r+1

]t−t1

t−t2
, (64)

kde a(t1, t2), b(t1, t2) představuj́ı koeficienty lineárńı interpolace na intervalu
〈t1; t2〉.

Stejný postup můžeme použ́ıt i pro přesněǰśı kubickou interpolaci f(t) ≈
at3 + bt2 + ct + d, jej́ıž koeficienty źıskáme pomoćı definice Lagrangeových
interpolačńıch polynomů. V takovém př́ıpadě dostáváme úpravou d́ılč́ıho in-
tegrálu

t−t1∫
t−t2

[a(t− τ)3 + b(t− τ)2 + c(t− τ) + d]τ rdτ =

=

t−t1∫
t−t2

[−aτ 3 + (3at + b)τ 2 − (3at2 + 2bt + c)τ + (at3 + bt2 + ct + d)]τ rdτ

=
[
− a

r+4
τ r+4 + 3at+b

r+3
τ r+3 − 3at2+2bt+c

r+2
τ r+2 + at3+bt2+ct+d

r+1
τ r+1

]t−t1

t−t2
. (65)

Přibližnou hodnotu celého integrálu opět źıskáme součtem d́ılč́ıch.
V čem je výhoda této metody oproti předchoźı? Pokud numericky stano-

vujeme diferintegrál ve všech zadaných bodech, potom nám stač́ı spoč́ıtat a
dále uchovávat v paměti zhruba tolik soubor̊u koeficient̊u popisuj́ıćıch inter-
polaci, kolik máme zadaných bod̊u. Oproti tomu při prvńı metodě muśıme
(pokud takto integrujeme) určovat koeficienty interpolace pro každý výpočet
d́ılč́ıho integrálu, takže celkový počet provedených interpolaćı roste s obje-
mem vstupńıch dat kvadraticky. Nav́ıc je tato metoda omezená slabš́ı pod-
mı́nkou q < 0.
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Všechny výše uvedené úvahy se omezovaly pouze na q < 0, popř. q < −1.
Rozš́ı̌rit diferintegračńı metodu na libovolné q ∈ R jde pomoćı definičńıho
vztahu (20), který přidává opakovanou derivaci. Pro toto použijeme vzorec
pro přibližnou derivaci, který předpokládá znalost funkčńıch hodnot f(t −
h1), f(t + h2):

f ′(t) ≈
h1

h2
(f(t + h2)− f(t)) + h2

h1
(f(t)− f(t− h1))

h1 + h2

. (66)

Takovýto př́ıstup je užitečný, pokud diferintegrujeme soubor bod̊u a chceme
znát hodnotu diferintegrálu v každém zadaném bodě. Potom nejprve urč́ıme
pro každý bod integrál a na vzniklý soubor dat aplikujeme tuto derivačńı
metodu, dokud nedosáhneme požadovaného řádu.

3.3 Srovnáńı metod

Pro jedoduchost budeme dále numerické metody založené na Grünwald-
Letnikovově definici nazývat GL metody a metodám založeným na Riemann-
Liouvillově definici RL metody.

Očividnou výhodou numerických RL metod je, že vstupńı data nemuśı
být ekvidistantńı. Tohoto lze teoreticky dosáhnout interpolováńım i u GL
metod, ovšem takovýto postup by byl velmi náročný. Výhodou této ovšem
je jedoduchost algoritmu, což má za následek rychleǰśı výpočet. Nav́ıc pokud
diferintegrujeme soubor dat, u RL metod vzniká pro derivace vyšš́ıch řád̊u
podstatná odchylka u krajńıch bod̊u souboru, nebot’ pro tyto nelze použ́ıt
efektivńı aproximaci derivace a při daľśım derivováńı se tato chyba š́ı̌ŕı do
daľśıch bod̊u.

Pro srovnáńı efektivity jednotlivých metod jsem pomoćı programů popsa-
ných v posledńı části práce vygeneroval grafy, které ukazuj́ı efektivitu metod
pro r̊uzné funkce a r̊uzné řády diferintegrálu. Pro metody jsou použity násle-
duj́ıćı zkratky:
GL 1 – GL metoda odvozená z originálńı definice
GL 2 – GL metoda odvozená z upravené definice
RL 1 – RL metoda, kde se interpoluje se celý výraz za znakem integrálu
RL 2 – –II–, na p̊uvodńı funkci je použita lineárńı interpolace
RL 3 – –II–, na p̊uvodńı funkci je použita kubická interpolace

Metoda GL 1 se ukazuje jako nepřesná pro skoro jakákoliv vstupńı data,
jej́ı výhoda spoč́ıvá pouze ve velmi jednoduchém algoritmu. Ten je užitečný
v př́ıpadě, kdy máme interval, na kterém diferintegrujeme, popsaný velkým
množstv́ım bod̊u, což zajist́ı požadovanou přesnost. Metoda GL 2 je výrazně
přesněǰśı, selhává pouze pro některé integrály.

Z RL metod se ukazuje jako nejúčinněǰśı RL 3. Efektivita metody RL
2 záviśı na tom, jak dobře vstupńı data jdou popsat lineárńı aproximaćı.
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Obrázek č. 2: Diferintegrováńı řádu −5,5 funkce
√

t, vstupńı data tvoř́ı 41 bod̊u. Zat́ımco
grafy výsledk̊u RL metod se takřka kryj́ı se skutečným výsledkem, GL metody dosahuj́ı
značně nepřesných výsledk̊u.

Obrázek č. 3: Diferintegrováńı řádu 1,5 funkce sin 8t, vstupńı data tvoř́ı 41 bod̊u, takže
funkce je popsána dost nepřesně. Nejlepš́ıch výsledk̊u dosahuje metoda GL 2, výsledky RL
metod zhruba odpov́ıdaj́ı př́ımo úměrně zmenšeným skutečným hodnotám.
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Obrázek č. 4: Diferintegrováńı řádu −1,5 funkce sin 8t, vstupńı data tvoř́ı 41 bod̊u (až na
řád stejný př́ıpad jako na obrázku č. 3). Zde kromě metody GL 1 selhává i metoda RL 2,
protože pro takto nepřesně zadanou funkci zp̊usobuje lineárńı aproximace značné chyby.
Nejlepš́ıch výsledk̊u dosahuje metoda RL 3.

Obrázek č. 5: Diferintegrováńı řádu 1,5 funkce 1− t3, vstupńı data tvoř́ı 41 bod̊u. V pod-
statné části pr̊uběhu funkce se výsledky všech metod (kromě GL 1) takřka shoduj́ı se
skutečnými hodnotami. U RL 1 lze pozorovat značnou odchylku u konce vstupńıch dat,
zp̊usobenou opakovaným derivováńım.
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Metoda RL 1 má výsledky velmi podobné metodě RL 3, problém ovšem
nastává při kladných řádech diferintegrováńı, nebot’ muśı vždy provést o
jednu derivaci v́ıc, což zvyšuje nepřesnost (zvláště u okraj̊u vstupńıch dat).

Všechny metody maj́ı zpravidla problémy s výpočtem derivace pobĺıž
dolńı meze, protože pro kladné řády nabývá mnohdy diferintegrál v dolńı
mezi nekonečnou hodnotu. RL metody pak nav́ıc zp̊usobuj́ı nepřesnost i u
konce vstupńıch dat kv̊uli větš́ım nepřesnostem při derivováńı v koncovém
bodě.

Mimo grafy uvedené v této práci jsem vygeneroval ještě daľśı, ovšem pro
ilustraci postačuj́ı tyto.

3.4 Metoda založená na diferintegrováńı Fourierových
řad

Tato metoda se od předchoźıch dvou lǐśı t́ım, že jej́ım účelem neńı určit
přibližnou hodnotu diferintegrálu s konečnou dolńı meźı, ale numerický výpo-
čet Weylova diferintegrálu periodické funkce. Vstupńımi daty budou opět
diskrétńı hodnoty, které v tomto př́ıpadě budou představovat jednu periodu
diferintegrované funkce. Vyjdeme z toho, že každou integrovatelnou funkci
s periodou 2π lze vyjádřit jako nekonečnou Fourierovu řadu

f(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kt + bk sin kt), (67)

kde koeficienty ak, bk jsou určeny jako

ak =
1

π

2π∫
0

f(t) cos kt dt (68)

bk =
1

π

2π∫
0

f(t) sin kt dt. (69)

Toto snadno rozš́ı̌ŕıme pro funkci s libovolnou periodou p:

f(t) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak cos

(
2π

p
kt

)
+ bk sin

(
2π

p
kt

))
(70)

ak =
2

p

p∫
0

f(t) cos

(
2π

p
kt

)
dt (71)

bk =
2

p

p∫
0

f(t) sin

(
2π

p
kt

)
dt. (72)
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Dı́ky skutečnosti, že Fourierova řada konverguje stejnoměrně (viz např. [6]),
můžeme zaměnit pořad́ı diferintegrováńı a sumace. Weylovy diferintegrály
zde se vyskytuj́ıćıch elementárńıch fuknćı jsou uvedeny v podsekci 2.7 na str.
10. Př́ımým diferintegrováńım tedy źıskáváme

−∞Dq
tf(t) =

∞∑
k=1

(ρk)q
(
ak cos

(
ρkt +

qπ

2

)
+ bk sin

(
ρkt +

qπ

2

))
, (73)

kde ρ = 2π
p

. Tento vzorec plat́ı pro libovolné q ∈ R pouze v př́ıpadě a0 = 0.
Pokud tomu tak neńı, je platnost omezena pouze na q > 0, nebot’ Weyl̊uv
integrál konstatny nemá konečnou hodnotu.

Obrázek č. 6: Pilovitá funkce a jej́ı derivace. Čtvrtinová, p̊ultá a tř́ıčtvrtinová derivace byly
generovány metodou diferintegrováńı Fourierových řad. Je dobře vidět, jak s rostoućım
řádem roste i nepřesnost metody.

Celý problém se redukuje na stanoveńı koeficient̊u ak a bk, které bĺıže
rozeb́ırám v daľśı části této práce. Přesnost této metody záviśı zejména na
tom, jak dobře lze funkci popsanou vstupńımi daty aproximovat Fourierovou
řadou, a také na řádu q – s rostoućım řádem roste koeficient kq u člen̊u řady,
takže maj́ı ve výsledné sumě větš́ı pod́ıl členy s vyšš́ım k, jejichž výpočet je
však nepřesněǰśı, tud́ıž je i výsledek výpočtu nepřesněǰśı.
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4 Ukázkové programy

Abych ilustroval aplikaci numerických metod pro diferintegrováńı, které
jsou popsány v předchoźı části práce, naprogramoval jsem několik ukázkových
programů, které tyto postupy využ́ıvaj́ı. Všechny zdrojové kódy jsou napsány
v jazyce Object Pascal a lze je nalézt na CD přiloženém k práci. Zdrojové
kódy jsou okomentované a mohou sloužit jako inspirace, popř. př́ımo být
zkoṕırovány v jiných aplikaćıch. Pro lepš́ı pochopeńı samozřejmě doporučuji
do nich nahlédnout.

Úkolem těchto programů je numericky stanovit diferintegrál ve všech
zadaných bodech (zpravidla kromě prvńıho). Vstupńı data jsou vždy uložena
v souboru input.txt a jsou formátována tak, že na každém řádku jsou uve-
dena dvě č́ısla, oddělená od sebe mezerou. Tato dvojice určuje jeden bod [t, y]
diferintegrované funkce. Je nutné, aby byla data seřazena vzestupně podle
t-ové hodnoty. Stejně je formátován i soubor s výstupńımi daty, output.txt.

4.1 Jednotka FracCalcUtils

Páteřńı jednotka všech ukázkových programů. Jej́ı obsah je následuj́ıćı:

• Definice datových typ̊u TData a TVector, které slouž́ı pro manipulaci
se zpracovávanými daty

• Metodu LoadDataFromFile, která načte data ze souboru ve výše uve-
deném formátu do proměnné typu TData

• Funkci gama, jej́ıž výpočet je založen na Lanczosově aproximaci

• Metody pro numerické derivováńı a integrováńı.

Výpočet derivace prob́ıhá jednoduše podle vztahu (66). Integrováńı prob́ı-
há pomoćı interpolace Lagrangeovými polynomy třet́ıho nebo druhého stup-
ně, jejichž výpočet zde bĺıže rozvedu.

Při interpolaci kubickým plynomem ve tvaru at3 + bt2 + ct+d předpoklá-
dáme, že máme zadané součadnice čtyř bod̊u [t0, y0], [t1, y1], [t2, y2], [t3, y3].
Vypoč́ıtáme následuj́ıćı koeficienty:

v0 =
y0

(t0 − t1)(t0 − t2)(t0 − t3)

v1 =
y1

(t1 − t0)(t1 − t2)(t1 − t3)

v2 =
y2

(t2 − t0)(t2 − t1)(t2 − t3)

v3 =
y3

(t3 − t0)(t3 − t1)(t3 − t2)
,

22



které ponecháme pro zrychleńı výpočtu v paměti, protože jsou v́ıcekrát potře-
ba pro určeńı samotných koeficient̊u interpolačńıho polynomu:

a = v0 + v1 + v2 + v3

b = −[v0(t1 + t2 + t3) + v1(t0 + t2 + t3) +

+ v2(t0 + t1 + t3) + v3(t0 + t1 + t2)]

c = v0(t1t2 + t1t3 + t2t3) + v1(t0t2 + t0t3 + t2t3) +

+ v2(t0t1 + t0t3 + t1t3) + v3(t0t1 + t0t2 + t1t2)

d = −(v0t1t2t3 + v1t0t2t3 + v2t0t1t3 + v3t0t1t2)

Jakmile známe potřebné koeficienty, zintegrujeme mezi prostředńımi dvěma
body pomoćı vzorce

[
a
4
t4 + b

3
t3 + c

2
t2 + dt

]t2
t1
. Tento postup je implementován

v proceduře LgrIntegral.
Velmi podobně funguje i kvadratická interpolace ve tvaru at2 +bt+c. Zde

se koeficienty urč́ı pomoćı výpočt̊u

v0 =
y0

(t0 − t1)(t0 − t2)

v1 =
y1

(t1 − t0)(t1 − t2)

v2 =
y2

(t2 − t0)(t2 − t1)
a = v0 + v1 + v2

b = −[v0(t1 + t2) + v1(t0 + t2) + v2(t0 + t1)]

c = v0t1t2 + v1t0t2 + v2t0t1.

Tato interpolace nacháźı využit́ı hlavně v př́ıpadech, kdy nemáme dostatek
bod̊u pro použit́ı jiných metod – typicky tedy při derivováńı okrajových bod̊u
a integrováńı s okrajovým bodem jako jednou meźı. Je použita ve funkćıch
LgrBeginIntegral, LgrEndIntegral, LgrBeginDerivative a LgrEndDerivative.

4.2 GL 1

Tento velmi jednoduchý program využ́ıvá pro diferintegrováńı meto-
du založenou na Grünwald-Letnikovově definici diferintegrálu. Pro nejvyšš́ı
zrychleńı výpočtu sumy je použito zjednodušeńı, založené na posloupnosti
(57).

4.3 GL 2

Od GL 1 se tento program lǐśı t́ım, že pro lepš́ı výsledky už́ıvá metodu
odvozenou z upravené Grünwald-Letnikovovy definice. Konečný výpočet su-
my prob́ıhá stejně, nejprve je ale nutné interpolaćı nalézt přibližné funkčńı
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hodnoty v požadovaných bodech. Pro toto je použita Lagrangeova čtyřbodo-
vá interpolace (59). Ta prob́ıhá v praxi takto: vypočtou se koeficienty

A = −p(p− 1)(p− 2)

6
B =

(p2 − 1)(p− 2)

2

C = −p(p + 1)(p− 2)

2
D =

p(p2 − 1)

6
,

kde p = q
2
− s podle dř́ıve uvedeného významu (viz str. 14). Cyklem pro-

jdeme všechna vstupńı data a ukládáme nová data s hodnotou Ayi−1+s +
Byi+s +Cyi+1+s +Dyi+2+s. Tato metoda nemůže fungovat pro některé krajńı
body (nejsou vpravo i vlevo od nich dva body se známou hodnotou, které
tato interpolace vyžaduje), a tak jsou pro ně vygenerovány jiné koeficienty
A, B, C,D (je jinak zvoleno p). Potom se těmito násob́ı hodnoty v okrajových
(
”
prvńıch“ nebo

”
posledńıch“) čtyřech bodech.

Jakmile je interpolace dokončena, použ́ıvaj́ı se pro daľśı výpočty pouze
tato nová data. Program dále pracuje stejně jako GL 1.

4.4 RL 1

Tento program diferintegruje vstupńı data metodou založenou na Rie-
mann-Liouvillově definici. Na začátku program rozhodne, jestli bude na konci
potřeba ještě derivovat nebo stač́ı jen integrovat. Pak jsou postupně pro
každou horńı mez diferintegrováńı vygenerovány a uloženy hodnoty celého
výrazu za znakem diferintegrálu. Tato data jsou následně integrována za po-
moćı interpolace Lagrangeovým polynomem (tj. metodami LgrIntegral, Lgr-
BeginIntegral a LgrEndIntegral z jednotky FracCalcUtils). Pokud už neńı třeba
derivovat, tyto integrály jsou požadované hodnoty a tak se zapisuj́ı př́ımo do
výstupńıho souboru. V opačném př́ıpadě se ukládaj́ı pouze do paměti, kde
jsou poté podrobena opakované derivaci, dokud se nedosáhne požadovaného
řádu diferintegrálu. Tato data jsou pak vypsána do výstupńıho souboru.

4.5 RL 2

Daľśı z programů, jejichž hlavńı algoritmus je založen na Riemann-Liou-
villově definici. V tomto ale prob́ıhá nejprve lineárńı interpolace vstupńıch
dat a až potom prob́ıhá samotné diferintegrováńı. Pro každý d́ılč́ı interval
jsou určeny př́ıslušné koeficienty této interpolace a ty jsou následně uloženy
do paměti, aby se nemusely poč́ıtat zvlášt’ pro všechny horńı meze diferin-
tegrováńı. Daľśı výpočty prob́ıhaj́ı integrováńım na d́ılč́ıch intervalech podle
vzorce (63). Po tomto program dále pracuje prakticky stejně jako RL 1.
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4.6 RL 3

Program pracuj́ıćı skoro stejně jako jeho předch̊udce, RL 2. Jediným
rozd́ılem je, že interpolace vstupńıch dat neńı lineárńı, nýbrž kubická. Dı́lč́ı
intergrály jsou pak numericky stanoveny pomoćı vzorce (65).

4.7 FS 1

Tento program numericky stanovuje Weyl̊uv diferintegrál periodické funk-
ce pomoćı vyjádřeńı Fourierovou řadou. Je omezen pouze na ekvidistantńı
vstupńı data. Hlavńım problémem je zde stanoveńı koeficient̊u ak a bk, které
si nyńı přibĺıž́ıme.

Předpokládejme vstupńı data y0, y1, . . . , yN , které popisuj́ı jednu periodu
funkce (takže y0 = yN) a tato perioda má délku p. Potom jednoduchou
úpravou vzorc̊u z [4] źıskáváme

ak =
2

N

N−1∑
l=0

yl cos

(
2π

p
ktl

)

bk =
2

N

N−1∑
l=0

yl sin

(
2π

p
ktl

)
.

Těchto koeficient̊u potřebujeme právě
⌊

N
2

⌋
, protože tolik bude použito člen̊u

řady. Hodnoty diferintegrál̊u potom spočteme pomoćı vzorce (73), kde v sumě
nahrad́ıme ∞ za

⌊
N
2

⌋
.

4.8 FS 2

V tomto programu je použita jiná metoda výpočtu Fourierových koefi-
cient̊u, a to př́ımo podle jejich definic (71), (72). Tato metoda tak může pra-
covat i pokud jsou vstupńı data neekvidistantńı. Vzhledem k předpokladu
periodičnosti funkce můžeme snadno určit i body

”
před“ a

”
za“ vstupńımi

daty (jednou periodou), a tak integrováńı může prob́ıhat výhradně metodou
LgrIntegral.

Aby oba programy (FS 1 a FS 2) pracovaly analogicky k programům
využ́ıvaj́ıćım GL a RL metody, diferintegrál se poč́ıtá pouze pro body z vstup-
ńıch dat a pro jediný zadaný řád diferintegrováńı. Jakmile ale jednou známe
př́ıslušné koeficienty Fourierovy řady, můžeme vypoč́ıtat přibližnou hodnotu
diferintegrálu v jakémkoliv bodě a pro jakýkoliv (kladný) řád.

4.9 Jednotka TaylorU

Tato jednotka neńı určena k numerickému diferintegrováńı, jsou v ńı však
implementovány funkce DerSin a DerExp, které podle vzorce (28) vypoč́ıtávaj́ı
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diferintegrál funkćı sin t a et. Lze zadat libovolnou dolńı a horńı mez, řád
diferintegrováńı i počet člen̊u řady. Pro kladné řády nelze vypoč́ıtat hodnotu
v dolńı mezi, je vyvolána výjimka.

Jednotku TaylorU přikládám k práci proto, aby čtenář mohl při př́ıpadném
zkoušeńı přiložených programů porovnávat jejich výsledky se skutečnými
hodnotami diferintegrál̊u goniometrických a exponenciálńıch funkćı.
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5 Závěr

V práci jsem popsal základy teorie diferintegrováńı a numerické metody
v této teorii aplikovatelné. Metody byly porovnány a implementovány v jazy-
ce Object Pascal. Čtenář práce tak může při použit́ı numerických metod ve
svých aplikaćıch př́ımo využ́ıt přiložených zdrojových kód̊u (měly by být
snadno přenosné i do jiných programovaćıch jazyk̊u). Práce lze využ́ıt i jako
pouhé seznámeńı s teorii diferintegrováńı, protože česká odborná veřejnost
je s touto problematikou seznámena minimálně a česky psané publikace na
toto téma neexistuj́ı. Př́ıpadným zájemc̊um o tuto nesporně zaj́ımavou teorii
doporučuji anglicky psané knihy [1] a [2], které o tématu pojednávaj́ı poměrně
srozumitelně.
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Použitá literatura

[1] Oldham, K. B. – Spanier, J.: The Fractional Calculus: theory and appli-
cations of differentiation and integration to arbitrary, Academic Press,
New York 1974. ISBN 0-12-525550-0.
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